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université MATHO0502 - ANALYSE MATHEMATIQUE 2

i EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de I’épreuve : 4 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. La convergence de la série numérique Z ay entraine-t-elle la convergence de la série Z ay?
_ k=1 k=1
Justifiez.

i. Si Z ay converge absolument, montrez qu’on peut intégrer terme a terme la série Z ay sinkx sur
k=1 k=1
tout compact de R.

iii. Montrez que, si f(x,y) = g(x)h(y) ot g et h € L{(R), alors f € Li(R?).

iv. (a) Exprimez mathématiquement le travail W réalisé par une force F lorsque celle-ci déplace son
point d’application sur une courbe C, en sachant que ce travail est égal a I’intégrale curviligne
de F sur C.

(b) Démontrez que, si la force F est conservative, c’est-a-dire si elle peut s’exprimer comme
I’opposé du gradient d’une fonction potentielle V(s), alors le travail réalisé par F le long
de toute courbe fermée de longueur finie est nul. On supposera que V est une fonction
continiment dérivable sur tout 1’espace.

On pose

i. Etudiez la convergence de cette série.
ii. Déterminez le domaine de définition de f.

iii. Montrez que, sur I’intervalle de convergence de la série, on a

(1+2)f'(x) = af(x)

pour une certaine valeur de o a déterminer. Justifiez les opérations effectuées.

Suggestion : on fera utilement usage de la formule de Stirling

k! ~V2mk ke (k— +o0)

Tournez la page.



Question III

Déterminez toutes les valeurs de € R pour lesquelles

xB

“ 1 2P € L1(]0, +o0)

f()

On considere le corps de volume fini délimité par le cone et le paraboloide dont les équations en
coordonnées cylindriques sont respectivement

z=Pr et 7= —

ou P et p sont des constantes strictement positives.
i. Calculez le volume du corps.

ii. Calculez I’aire de la partie du paraboloide délimitant le corps considéré.



SOLUTION TYPE

i

ii.

iii.

iv.

Non. Pour le montrer, considérons la série
Y=Y
k=1 k=1

Cette série converge (semi-convergence) en tant que série alternée dont le module du terme général
tend monotonément vers 0. Par contre, la série

- e D =
,;az"_,; % Taki

k=1

N

diverge (série harmonique).
oo oo

La convergence absolue de la série Z ay, signifie que la série Z |ay| est convergente.
k=1 k=1

Par application du critere de Weierstrass, on peut affirmer que la série Zak sinkx converge
k=1
uniformément (et absolument) sur tout compact [a,b] C R puisque

|lay sinkx| < |ay| Vx € [a,b]

i.e. son terme général est majoré par le terme général d’une série numérique convergente.

Puisque a sinkx € Cy([a,b]) et que la série Z ay sinkx converge uniformément sur [a,b], la série
k=1
peut étre intégrée terme a terme sur [a, b].

Le critere de Tonelli indique qu’une fonction de plusieurs variables f est intégrable si on peut
trouver un ordre d’intégration partielle de | f| pour lequel chacune des intégrales successives existe.

Une telle séquence d’intégrations partielles est donnée ici par

[ oax [ irenlay= [ dx [ 1g@lno)] dy

La fonction |g(x)||h(y)| est intégrable par rapport a y pour presque tout x fixé puisque # € L (R)
et que, des lors, une fonction étant intégrable si et seulement si elle est intégrable en module, |A]
est aussi intégrable.

Soit H (x), le résultat de cette premiére intégration partielle. On a

) = ( 0y leto)

qui est intégrable par rapport a x puisque g et donc |g| sont intégrables.

Sur base de I’existence des intégrales successives, par application du critere de Tonelli, on en
déduit que la fonction f est intégrable sur R? des lors que g et & sont intégrables sur R.

(a) Le travail de la force F déplacant son point d’application le long d’une courbe C est donné

par
W:/F-ds
c

(b) SiF estconservative, on a F = —VV(s).
Le théoréme fondamental des intégrales curvilignes donne alors, pour tout arc régulier C de
longueur finie,

W:/CF-ds:—/CVV-ds:—V(sz)%—V(sl)

ou s; et sy désignent les extrémités de C.
Si C décrit une courbe fermée de longueur finie, on as; =s; et W =0.



Soit
S (DMK

fx) = ,;)4’<(2k— DICHE

i. Appliquant le critere du quotient a la série des modules, on a

! k _ 12
lim gt 1| i (2k+2)! 452k — 1)(k!) o
k—oo || k—>oo4k+1(2k+1)[(k+1)!]2 (2k)!
1 (2k+2)(2k—1)
— lim ——————"|x[ = ||
4 k—so0 (k+1)

Cela nous assure que la série de puissances étudiée converge absolument si |x| < 1, ¢’est-a-dire sur
I=]—1,1[ ot I est I’intervalle de convergence de la série, et diverge (avec et sans module) sur
] _°°7_1[U]17+°°['

En x = %1, le critere du quotient ne permet pas de conclure. La série des modules s’écrit

= (2k)!

En utilisant la formule de Stirling, on a, au voisinage de oo,

(26)! VAT (2k)* e 2 1
A2k —1)(KN)? " 2k —1)(2mk ke %) (2% — 1)v/mk
1 1
T a/m R

ou 1 /k3/ 2 est le terme général d’une série de Riemann convergente. La série converge donc aussi
absolument aux extrémités de son intervalle de convergence.

La série converge donc absolument sur [—1,1].

La série considérée, en tant que série de puissances convergeant simplement sur le fermé borné
[—1, 1], converge uniformément sur [—1,1].

ii. La fonction f est définie pour tout x en lequel la série de puissances converge, c’est-a-dire sur

[—1,1].

iii. Toute série de puissances est dérivable terme a terme sur son intervalle de convergence. Ainsi, sur
| — 1, 1], nous avons

De la. ket 1 ket 1
= (=) (2k = (=) (2k)!
o= Lamener e Lamoner O

En remplacant k par k+ 1 dans la premiere série, sans oublier de retirer une unité a la premicre
valeur de I’'indice sommatoire, on obtient successivement

= (=D & (DM (2k+2)!
)} 4k (2k — 1) (k!)2 Rl = Z 4k+1(2k+ )(k+1)1]2

> Y (2k +2) (2k + 1) (2k) ! (k+ 1)
_kzo 4k+l 2k+1)(k+1)2(k1)2 x

(k4 1)x*

!



Cette forme permet de combiner les deux termes de () pour obtenir successivement

o (DR e (—DF(2k)!
(1+x)f'(x) = meuk;mkxk

k=0

Ly GO e U

=T GO T C S EE
ad DR (2k)! X
; 2k—(1))(k) (_(2"_1)“")

1 & (=DM r) k1
EZ Tz~ 2w

k=0

) 1
soit la formule attendue avec o0 = 5

Question III

Soit 5
x
=1
e Quel que soit B R,ona
p
X
T2 € Co(]0,+<o[)

L’intégrabilité sur ]|0,+oo[ dépend donc uniquement de I’intégrabilité au voisinage de 0 et au
voisinage de +co.

e Considérons tout d’abord le comportement au voisinage de 0.

o Sip <2,x*B=0o(1) au voisinage de 0 et

_L P ot
f(x)_1+x2*BNx _X*B’ (x_> )

qui n’est intégrable que si —f < 1, soit si B > —1.
o SiB =2, f(x) = x?/2 qui est intégrable au voisinage de 0.
o Sip>2,1=0(x*>")au voisinage de 0 et

B 1
X
f(X)NJﬂ:ﬂ,

(x—0")
qui est intégrable si 2 — 2B < 1, soit si f > 1/2 (donc Vf > 2).
En conclusion, I’intégrabilité n’est assurée dans V(0) que si f €] — 1, 4-oo].
e Considérons ensuite le comportement au voisinage de +oo.
o SiB<2,1=o0(x*>P)au voisinage de I'infini et

B 1

f(x)Nxz—,BZﬁ, (x = +o0)

qui n’est intégrable que si 2 —2f > 1, c’est-a-dire f < 1/2.



o SiB =2, f(x) = x*/2 qui n’est pas intégrable au voisinage de I’infini.
o SiB>2,x>PB=0(1)au voisinage de I'infini et f(x) ~ 1/x B qui n’est intégrable que si
—B > 1, c’est-a-dire B < —1 (donc jamais).

En conclusion, I’intégrabilité n’est assurée dans V (4o0) que si § €] — oo, 1/2].

En rassemblant les résultats précédents, on trouve que
B

T 11 2P € L1(]0,+oo[) sietseulementsi Be]—1,1/2].

f()

i. La forme du domaine d’intégration E suggere de décrire celui-ci en utilisant les coordonnées
cylindriques. Le domaine présentant une symétrie de révolution autour de I’axe z, il peut étre
précisé graphiquement en raisonnant dans un plan radial quelconque.

Z

<> R

_r

7= o
z=Pr

ZMZZPBZ ..................... /

E

v =2pP r

Le cone et le paraboloide se coupent a la hauteur z ou leur distance r a 1’axe z est égale, soit quand
Z
BV

Outre I’intersection a I’origine des axes, le cone et le paraboloide se coupent donc a la hauteur
zu = 2pP? selon un cercle de rayon ry; = 2pP.

Le domaine d’intégration E correspond donc a

{(r,e,z) :r €]0,2pP[,0 €]0,2x[,z € ] %,Br[}

Il vient dés lors, en tenant compte du Jacobien, r, associé au passage aux coordonnées cylindriques,

2n 2pB Br
V:/// dxdydz:/ de/ rdr/ dz
E 0 0

2
2p
2pB r2
:271:/ r( r——> dr
0 2p
:mpﬁ_ﬁrﬁ
3 8plo
4 a3
—3an

qui a bien les dimensions d’un volume puisque 3 est sans dimension et que p a les dimensions
d’une longueur.



il.

En travaillant en coordonnées cylindriques, le vecteur position d’un point quelconque du
paraboloide peut s’écrire

2
s=re.-+ze, ou 7= —
2p
La paramétrisation de cette surface au moyen des deux parametres indépendants r et 6 est donc
2
s(r,0) =re.(0)+—e
( ) ) r( ) 2p Z

La partie du paraboloide délimitant le corps étudié correspond a
0 €]0,2x] et re0,ry[=10,2pB]

On obtient alors successivement

os r
g =e,+ €,
Js de, e
—_— = =
® 00
%/\Bs (e + P )Areg =re —ﬁe
or 06 pt 6T p
os A Js rl1t r_2
or 00 p?
Laire recherchée est donc donnée par
2n r2pP a
S = / / S A2 aodr

21 2pB
—/ de/ 1+—dr
» 3/27 2PB
=2n|-—|(1
n[?) 2 ( +p> ]
0
2 3/2 2pB
<1+—2
p 0

= [(1+4p) Y 1]

3P

On vérifie aisément que ce résultat est positif et qu’il a les dimensions d’une aire puisque [ est
sans dimension et que p a les dimensions d’une longueur.



