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université MATHO0502 - ANALYSE MATHEMATIQUE 2

. EXAMEN
Prof. Eric JM.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. Enoncez le critere de Cauchy relatif & la convergence uiesssnumeériques.

ii. Sur quel ensemble I'expression

8

cos|(2k+1)x|

f=n_4
2 g (2k+1)2
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définit-elle une fonction continue ? Justifiez.

iii. Si f est differentiable sur un ouveft comprenant le compagt C R?, peut-on en déduire que
f2 € Ly (k) ? Justifiez.

iv. (@) Enoncez la formule de Green et ses hypothéses.

(b) SoitC une courbe réguliére, plane, simple, fermée, oriefaize a gauche’ et décrite par
C={(x(t),y(t)) eR?:t e [ab]}

oux(t) ety(t) sont continument dérivables siatb] et telles quex(a) = x(b) ety(a) = y(b).
Montrez qu'il existe un champ vectorieltel que

b
F-ds— [ (Y1) - X Oyldt

C+

(c) Montrez que I'airéA du compack délimité extérieurement pa est donnée par

b
A=a [ty () XDyt

oua est une constante a déterminer.

Tournez la page.



Question I

Les résultats classiques relatifs aux séries géoquietsi permettent d’établir que
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14 k;)q qtel que|q|

i. En exploitant ce résultat, montrez que
00 (_1)k+1xk

IN(14x) = Zl "

, VXEE

OUE est un intervalle a préciser.

ii. Déduisez-en une expression en série de puissancesfdedtion f (x) = (e+x)In(e+x) sous la
forme

a+px+y a X<
k=2

oua, B etax € R sont a déterminer. Sur quel intervalle cette expressitiele valable ?

Question llI

Etudiez I'existence des intégrales suivantes :
i.
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Question |

Soit un anévrisme abdominal présentant une symeétrie de
révolution autour de l'aorte et dont la surface latérage e
décrite en coordonnées cylindriques par

. (R—FFQ) (R—ro) Tz
r(z) = > + 5 cos or0 ) ze [—6rg,+6r(]

12ro
i. Calculez le volume de I'anévrisme.

ii. Déterminez une expression intégrale de l'aire de la
surface latérale de cet anévrisme.




SOLUTION TYPE

i. Une suite numériquéxy} est convergente si et seulement si
(Ve>0)ANeN):(Vq>p>N):|x,—xg| <€
ii. D’une part, les fonctions

cos|(2k+ 1)x
fk(x) = [( 2) ]
(2k+1)
sont continues suR pour toutk € N,
D’autre part, la série de fonctions
> cos[(2k+ 1)x]
k;) (2k+1)?
converge uniformément st en vertu du critéere de Weierstrass. En effet, le termegénle la
série des fonctions peut étre majoré selon

cos|(2k+1)x|
(2k+1)?

1
= (k+1)2

vke N, VYxeR

ou le membre de droite est le terme général d'une sérigénigue convergente puisque
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Zr " ae kK7 )

Le théoreme relatif a la continuité des séries de fonest permet alors de conclure gdieest
continue suii.

ii. La fonction f est continue suk puisquef est differentiable suk. Le produit de deux fonctions
continues étant contind? est également continue sirFinalement, toute fonction continue sur
un compact étant intégrable sur ce compact, on a

f2 S Ll(K)

iv. (@) SiK c R? est un compact régulier dont la fronti&fe constituée d’un ou plusieurs contours
réguliers par morceaux est orientée ‘aire a gauche’letsie, + Fe, € C1(K), alors

B oF, 0K B
//K(D/\F)-ezdxdy_//K<&—a_y>dxdy_ C+|:.ds

C={(x(t),y(t)) eR?:te[ab]}

(b) La courbe

admet la paramétrisation
s(t) =x(t)ex+y(t)ey, telahb]
avecs(t) =X (t)e+Y(t)g.
La circulation d’'un champ vectoriél = Fye+ Fye, sur la courbe fermég™ orientée ‘aire
a gauche’ est définie par

b b
Fods— [ Fix(V.y(0)]-$ (O dt= [ RXOYO1X 0+ KXOyOlY O dt

Celle-ci s'identifie a I'expression donnée dans I'ér@isck(x,y) = —yex + Xg, puisqu’on a
alors

C+

b
Fds= [ Ixy () =X (o)t

Cct
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(c) Laformule de Green

oOF, oF -
//(W——>dxdy_ ) Feds

appliquée a la fonctiofr = —y(t)e,+ x(t)ey € C1(K) sur le compack régulier entouré par la
courbe réguliére"" orientée ‘aire a gauche’ donne

b
//Kdedy:/a [X(t)y (t) — X (t)y(t)]dt
b

Ce résultat est celui annoncé avee- 1/2.

soit

Question I

Soit la série geométrique
1
1-
i. Une expression en série de puissances de la fonctidnt) peut étre obtenue a partir de la
série géométrique en observant que

ZJq , Vgtelquelq <1

X dt
IN(1+x) = —
(1+x) o 1+t
ou 1 ° -
= =V (—t)k= T (=1)K,  Wttel quelt| < 1
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Toute série de puissances étant primitivable termenagesur son intervalle de convergence, on
calcule successivement

k tk+l X
N(1+x) = / tdlt — /t dt— _ [ }
0 k% bf k+1],

ka+1 [5J k—le

:k; k+1 k;( & k

La série des primitives conservant le méme intervalleawergence que la série de départ, cette
relation est valable sy 1,1, i.e.

0 k 0 k
X
In(1+x) = Y (-1« 1 = DR ke - 1,1
(0 = 3 (<11 = 5 (Y el -1 (©)
Aux extremitéesx = —1 etx = 1 de l'intervalle de convergence, la série se réduit resmment

aux séries numériques
k

! < (=1
k;k et Z ”

La premiére est un multiple de la série harmonique quirdwel.a seconde est semi-convergente
en tant que série alternée avetk hui tend monotonément vers 0. La série obtenue défini¢ don
une fonction continue syr1,1] et I'égalité ¢) s’étend enx = 1 par continuité. L'égalité«) est
donc valable suE =] —1,1].

ii. Afin d'utiliser le résultat du point i., on écrit

f(x) = (e+x)In(e+x) = (e+x)In |e(1+ 2)}
— (e+X) [Ine+|n (1+ 2)] = (e+Xx) [1+In (1+ )—;)]

= (e4x) |1+ ki(—l)"“kx—;]




ou la série de puissances converge/s €] — 1, 1] donc sur — e, €.
Afin d’obtenir une série de puissances unique, on écritesgivement

0 k
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Question IlI
i. Soit
3 1
0 \/Y(Inxdx
Ona
¢H1e%m1m>

Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé bomeéus dang0,1/2]. Il faut donc encore
étudier l'intégrabilité au voisinage de 0. On peut Ezri

Seo(3).

de sorte que lintégrale existe puisque lintégrande smpmorte “mieux” qu’'une fonction
intégrable.

ii. Soit

1
3 1
——— dx
/0 *X2Inx

S €Co(10,1/2)

Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé bonodus dang0,1/2]. Il faut donc encore
étudier I'integrabilité au voisinage de I'origine. Oryt écrire

1 1 )
X _0<x2Inx>’ (x=07)

de sorte que lintégrale n'existe pas puisque lintegearse comporte “moins bien” que la
fonction 1/x qui n’est pas intégrable.

/\/x 1 dx
In?x

Ona

Soit

e Nous constatons d’abord que
(x=1)°
YT eCo(]1,2
o €Col]1.2)
Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé bomeéus dangl,2]. Il convient encore
d’envisager son comportement au voisinage de 1.



e Laformule de Taylor permet d’écrire
InXx~x—1, (x—1%)
de sorte que
(x—13 (x-1¥2 1
In2x (x—12  /x-1

Ceci assure l'intégrabilité au voisinage de 1 puisquaégrande s'y comporte comme une
fonction intégrable.

(x—1%)

En conclusion, I'intégrale existe.

Soit o 1
/ —— dx
2 Xlnx
Ona 1
— 2
—— € Co([2, 4]

Cette fonction est donc intégrable sur tout fermé bonwéus dang2, +oof. Il faut donc encore
étudier l'intégrabilité au voisinage de l'infini. On pegcrire

1 :o<%>, (X — +00)

xInx

ce qui ne permet pas de conclure puisque cela indique senfeue l'intégrande se comporte
“mieux” qu’une fonction qui n'est pas intégrable. Par genil est possible de déterminer une
primitive F(x) de 1/(xInx) sur[2, 4],

F(x) =In|Inx|

telle que

lim In|Inx| =+
X—>+00

La limite pourx — +o n'étant pas finie, on en déduit que l'intégrale n'exists en vertu de la
contraposée du theoreme fondamental du calcul intégra

12rg




i. Le volume de I'anévrismé s’exprime par

v :///A dxdydz

La symétrie de révolution de I'anévrisme autour de I'sretical conduit naturellement a utiliser
des coordonnées cylindriques pour étudier ce probl&meoordonnées cylindriques, le domaine
est

{(r,86,2) :0<r <r(2),0<0<2m, —6rg<z<6rg}

r(z) = (R;ro) + (R;ro) cos<6n—rz>

En prenant en compte le Jacobiks r associé au changement de variables entre les coordonnées
cartésiennes et cylindriques, on obtient

2n 6ro r(z)
V= / d0 / dz / rdr
0 —6rg 0

6ro r2 r(z) 6ro
:21'[/ {—] dz= T[/ r?(z) dz
—6rg 2 0 —6ro

ou
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On peut vérifier que si l'artére n’est pas gonflée, caslire siR = rp, le volume obtenu
correspond a celui d’'un cylindre circulaire droit de raygret de hauteur 13, soitV = 12r[r8.

ii. La symétrie de révolution suggere encore d'utilisee paramétrisation de la surface latérale de
I'anévrisme basée sur les coordonnées cylindriqguesekeeur position d’'un point de la surface
est donné par

8(8,2) =r(z) &(0) +2ze,, ©€ 0,21, z€ [—6rg,+6rg

ou
~ (R+rg)  (R=r0) Tz
r(z) = 5 + > cos6r0
Il vient des lors successivement
% — r(z) a_s — g +e
96 W& 5T T
a—S/\ os _ —r(z)ge +r(2)
30 5z WX Trae
de sorte que la surface est réguliére, et
%98 [(2) 41
09" oz| 0z
ou
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Finalement, I'aire latéral&p de I'anévrisme est donnée par

2T[ 6r
// da—/ / ‘” Ci1ds
2A 6ro

6ro ar
= 2T[/ + 1dz
6ro

Notons que cette intégrale existe puisque lintégransiecentinu sur le domaine compact
d’intégration.



