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MECAO0003-2 - MECANIQUE RATIONNELLE

Indiquez sur chacune de vos feuilles votre numéro d’ordre, votre nom de famille en

MAJUSCULES et votre prénom en minuscules.

Rendez I'enveloppe et le carton avec votre numéro d’ordre en méme temps que vos copies.

. Définissez mathématiquement le tenseur central d’inertie J¢ d’un solide indéformable.

En raisonnant sur les produits d’inertie, montrez que I’axe de symétrie de révolution OZ d’un solide

est principal d’inertie.

Etablissez la relation entre le moment cinétique Hc d’un solide par rapport 2 un systéme d’axes
centré au centre d’inertie et gardant une orientation fixe (repere de Kcenig) et le tenseur central

d’inertie Jc.

Montrez que le moment cinétique d’un solide possédant une symétrie de révolution d’axe OZ est
parallele au vecteur de Poisson w du solide si celui-ci est orienté selon OZ.

Montrez que ceci n’est pas nécessairement le cas si w n’est pas orienté selon OZ.

On étudie le mouvement d’un point matériel de masse m qui glisse sans frottement sur une courbe de
guidage circulaire, de rayon a, située dans un plan vertical et tournant a la vitesse angulaire constante {2
autour d’un axe vertical tangent au cercle en O. En coordonnées polaires, la courbe est décrite par 1’équation

r=2asin®, 6 ¢ [0,7]

. Relevez toutes les forces agissant sur le point matériel et précisez-en

les caractéristiques principales (force appliquée ou force de liaison,
force conservative, direction).

Ecrivez I’équation différentielle vectorielle du mouvement du point
matériel dans les axes liés a la courbe de guidage.

Etablissez une intégrale premiére scalaire du mouvement et donnez-
en la signification physique éventuelle.

Montrez que cette intégrale premicre peut s’exprimer sous la forme
o> — B O?sin*0 — & sin @ cos 6 = constante
a

ou [ est une constante a déterminer.

Déterminez la vitesse de rotation {2 pour laquelle un équilibre relatif
existe en 8 = 1/3.

Etudiez la stabilité de I’équilibre en ® = 7/3 dans les conditions
définies en v. et décrivez qualitativement le mouvement du point
lorsqu’il est écarté 1égerement de cette position d’équilibre.
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Tournez la page.



Question III

Epuisé par la recherche d’une question d’examen originale, courte et accessible, un professeur lance une
bouteille (vide) sur son bureau horizontal couvert de livres. La bouteille entre ainsi en contact avec un livre
de mécanique posé sur le bureau.

Le coefficient de frottement entre la bouteille et le livre est noté u. La bouteille peut rouler et glisser sur
le livre. Il n’y a pas de frottement entre le livre et le bureau.

Le mouvement est plan. On repere la position du livre par sa coordonnée X(z) et la position du
centre d’inertie de la bouteille par rapport au livre par la variable x(¢). On étudie uniquement la phase
du mouvement lors de laquelle la bouteille est en contact (ponctuel) avec le livre.

La bouteille est assimilée a un solide de révolution de masse m et de rayon extérieur a. Le moment
central d’inertie de la bouteille par rapport a son axe de symétrie est noté J. Le livre est modélisé comme un
bloc prismatique homogene de masse M.

| Bouteille

[ a Livre
/

i. Déterminez le nombre de degrés de liberté du systeme constitué du livre et de la bouteille et précisez
les coordonnées généralisées permettant d’en décrire le mouvement.

ii. Relevez toutes les forces agissant sur le systtme ou entre ses éléments en précisant leurs
caractéristiques principales (point d’application, direction, force interne ou externe, force appliquée
ou force de liaison, force conservative).

iii. Ecrivez* le théoréme de la quantité de mouvement pour la bouteille.
iv. Ecrivez* le théoréme de la quantité de mouvement pour le livre.

v. Ecrivez* le théoréme du moment cinétique pour la bouteille par rapport a un systeme d’axes
d’orientation fixe centré en son centre d’inertie.

vi. Ecrivez* le théoreme de I’énergie cinétique dans un repere inertiel pour le systéme constitué de la
bouteille et du livre.

A Pinstant initial, la bouteille est animée d’une vitesse horizontale vy > 0 par rapport au livre mais ne
possede pas de vitesse de rotation autour de son centre d’inertie. Le livre est initialement au repos.

vii. Déterminez la loi du mouvement de la bouteille par rapport au livre pendant la premiére phase du
mouvement lors de laquelle la bouteille roule et glisse sur le livre.

viii. Déterminez le temps #* au bout duquel la bouteille cesse de glisser sur le livre.

ix. Déterminez la vitesse du livre lorsque la bouteille roule sans glisser sur le livre, i.e. pour ¢ > t*.

* Explicitez, en fonction des variables cinématiques et des forces en jeu, les résultantes cinématique et
dynamique intervenant dans le théoréme.
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Le tenseur central d’inertie d’un solide indéformable est défini mathématiquement par

Je= [ [IrlP1=rv] dm

ou r désigne le vecteur position des points du solide par rapport a son centre d’inertie.

L’axe OZ est principal d’inertie si les produits d’inertie

J = /xz dm, et Jy, = /yz dm

sont nuls.

Lorsqu’un solide posseéde une symétrie de révolution d’axe OZ, a tout élément de matiere dm de
coordonnées (x,y,z) correspond un élément de matiere de méme masse situé en (—x,y,z). Les
contributions de ces deux masses élémentaires au produit d’inertie J,, se compensent puisque

xxzxdm+(—x)xzxdm=0

De méme, en vertu de la symétrie, au méme élément de matiere dm situé en (x,y,z) correspond
un élément de matiere de méme masse situé en (x,—y,z). Les contributions a Jy, se compensent
également puisque

yXzxdm+(—y)xzxdm=0

Des lors, Jy; = Jy, = 0, ce qui montre que I’axe OZ est principal d’inertie.

Le moment cinétique d’un solide par rapport a un systeme d’axes centré au centre d’inertie et
conservant une direction constante s’exprime sous la forme

HC:/r/\i‘ dm

ou r = CP désigne le vecteur position du point P du solide par rapport a C.

Introduisant la dérivée relative par rapport a un systeme d’axes liés au solide et son vecteur de
Poisson w, on peut exprimer r sous la forme

or

ot

Ir= +wAr=wAr

puisque r est constant dans les axes liés au solide.
En injectant ce résultat dans I’expression du moment cinétique, et en utilisant la propriété

aA(bAc)=(a-¢c)b—(a-b)c
du double produit vectoriel, il vient
Hc = /r/\(a)/\r) dm
= /(r-r) w—(r-w)r dm

_ (/[HrHZI—rr] dm> w=Jc

qui constitue la relation recherchée entre Hc et Jc.



iv. L’axe OZ étant principal d’inertie, on peut construire un systéme d’axes principaux d’inertie e;, e;,
e; = e, dans lequel le tenseur d’inertie est diagonal. Il peut donc étre exprimé sous la forme !

Je=Jieje; + e e+ J e e,
Des lors, si w = we,, on obtient
He=Jc-w=Jiw(e-e;) e +hw(ey-e;)er+Jw(e, e)e =Jwe =Jw

(puisque e; - e, = e; - e, = 0) de sorte que Hc est effectivement parallele a w dans ce cas.
Ce résultat ne s’applique pas quelle que soit la direction de w. Par exemple, si © = wje; +w;,e,, on
calcule

He =Jc-w=Jiwie; +Jw,e,
qui n’est pas parallele a w (sauf si J; = J).
Plus généralement, si e est principal d’inertie et w = we, alors Hc = J,w ou J, est le moment d’inertie
pour la rotation autour de e.

i. Les forces agissant sur le point P sont
o mg = —mgE, : force appliquée conservative;
e R, : force de liaison agissant selon la normale principale au cercle ;
e Ry : force de liaison agissant selon la binormale au cercle.

ii. L’équation différentielle vectorielle du mouvement du point P s’écrit
ms =mg+ Ry +Rg

ou s est le vecteur position de P par rapport au point fixe O.

: . 5 : :
Introduisant la dérivée temporelle 5 dans les axes de vecteur de Poisson Q = QE, liés au cercle,
on a

d
=2 L OAs
ot

1. On peut aussi montrer que J; = J;.
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iv.

et
g 8 +29/\8 +QA(QAS) = & —1—29/\8 +(Q-5)Q - 02
S = 82 S S 82 S S S

On a alors

or? ot

qui constitue 1’équation différentielle vectorielle du mouvement du point matériel dans les axes liés
a la courbe de guidage.

&’s 3s
< +20QA +(Q-S)Q—Q2s>:mg+Rv+RB

Multipliant scalairement cette équation par la vitesse relative tangente au cercle, on élimine la

ga

force de Coriolis et les forces de liaison :

&’s 3s 8s , ([ 8s s
warea(eg)-o(sy)-ey

Apres intégration temporelle, on obtient I’intégrale premiere scalaire du mouvement

1|3s|?
21 ot

1 1
E(Q-S)Z—EQZHSHZ = g-s+ constante (1)

Cette intégrale premiere ne représente pas la conservation de I'énergie car la force de liaison Rg
développe une puissance non nulle. On a en effet

RB-SZRB- (%—I—Q/\S) ZRB-(Q/\S)#O

Exprimons maintenant I’intégrale premiere (1) en fonction de la coordonnée généralisée 6 en
introduisant les coordonnées polaires liées au point P dans le plan du cercle. On a

s=re.=2asin0e,

s : : :
5 = e+ 10 eg=2acos0 0 e, +2asin6 0 ey
8s||* :
B_j = 44’6’

O?||s||* = 4a*Q*sin’ @
Q-s=2asin6 (E;-e,) = —2a{2sinBcos O
g-s= —2agsin6 (E;-e,) = 2agsinBcos O

et, en remplacant dans (1),

2a*0? + 24*Q? sin? O¢cos? 0 — 2aQ? sin® @ — 2ag sin O cos O = constante

ou encore
2a*0? — 24*Q? sin* 6 — 2ag sin B cos B = constante

soit
6> — O’sin*6 — s1n 0cos 0 = constante 2)
a

de sorte que la constante B = 1.

Un équilibre relatif existe en © = /3 si ce point est un point stationnaire du pseudo-potentiel

V(0) = —Q*sin*0 — g sinBcos O

[,

c’est-a-dire si

do



Vi.

i.

On calcule Jv
L — 40?%sin°0cosO — g cos’ 0+ g sin 0
do a a

avl  _ (V3 31_§1+§ oy
o Jo_x 2 )2 a4 al 2

et

La vitesse de rotation 2 pour laquelle un équilibre existe en 6 = /3 est donc donnée par

2
02— ﬁ%
On calcule
% = % (—492 sin’ @cos 0 — %cosze—l—%sinzG)

= —12Q%sin? O cos> 0 4 40> sin46+2§cos9sin9+2§ sinBcos 6

= —120%sin?Ocos’ 0 + 40 sin46+4§cosesin9
On a alors 2 3 9 ¢ \3 ¢

[d—ez]e—g = 12077 2 +40P 442 = \@; >0

qui ne dépend pas de la valeur de (2.

L’équilibre est donc (marginalement) stable puisque la position d’équilibre 6 = 1t/3 est un minimum
du pseudo-potentiel. Si on écarte 1égerement le point matériel de sa position d’équilibre, il présentera
de petites oscillations d’amplitude constante autour de celle-ci, en étant entrainé dans un mouvement
de rotation a la vitesse angulaire {2 autour de E,.

Question III

Le livre est en mouvement plan (3 ddl maximum) et glisse sans rotation (1 liaison) en restant en
contact avec le plan horizontal (1 liaison). Il possede donc un seul degré de liberté qui peut &tre
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représenté par la variable X mesurant la distance horizontale entre le point O et son extrémité A
(voir figure).

La bouteille est également en mouvement plan (3 ddl maximum) et reste en contact avec le livre
(une liaison). Son mouvement peut étre décrit par la coordonnée x mesurant la distance horizontale
entre le point A (dont le mouvement est connu si X est connu) et le centre d’inertie C et par I’angle 0
mesurant la rotation de la bouteille autour de son axe de symétrie de révolution (voir figure).

Au total le systeme constitué du livre et de la bouteille possede donc 3 degrés de liberté et les
coordonnées généralisées X, x et O permettent d’en décrire le mouvement.

Les forces agissant sur la bouteille sont
e mg = —mgE, : Force de pesanteur appliquée en C, conservative.

e Rx = NE, +TxE, : Force de liaison exercée par le livre sur la bouteille en K, de direction
inconnue dans le plan du mouvement.

Les forces agissant sur le livre sont
e Mg= —MgE, : Force de pesanteur appliquée au centre d’inertie C’ du livre et conservative.

e f(s) = f(s)E, : Distribution surfacique de forces de liaison agissant perpendiculairement a
la surface X du livre en contact avec le plan vu I’absence de frottement. Notons R = NE, la
résultante de ces forces surfaciques.

e —Rx = —NkE, — TxE, : Force de liaison exercée par la bouteille sur le livre en K, de
direction inconnue dans le plan du mouvement.

Toutes ces forces sont des forces extérieures au systeme constitué de la bouteille et du livre a
I’exception de Rk et —Rg qui s’exercent entre deux éléments du systeme et sont donc des forces
internes.

Appliquant le théoreme de la quantité de mouvement a la bouteille, il vient

Nl())ouleille — _ngy + RK

Nl())outeille — mSC — m(X —|—X)Ex

soit
m(X +%)E, = —mgE, + Rg 3)

Le théoréeme de la quantité de mouvement appliqué au livre donne

NG"™ = —MgE, — Rg + NE,

NOe — Mser = MXE,

soit
MXE, = —-M g¢E, —Rx +NE, 4)

Le théoréme du moment cinétique pour la bouteille par rapport a un systeme d’axes d’orientation
fixe centré en son centre d’inertie s’écrit

‘ybouteill
Hcou eille __ Mc

Mc = —aEy ARk = —aEy VAN (NKEy + TKEX) =alxE,

Puisque le vecteur de Poisson de la bouteille est OE., il vient
Hléouteille — JC W= JGEZ
et, en projetant le théoreme sur I’axe E,,

JO = alx (&)



vi. Le théoréeme de I’énergie cinétique au point fixe O pour le systéme total s’écrit

vii.

T(l)zoutellle+Tllvre P(e)xtert = mg- SC+Mg SC’+RK Sboutellle llvre+//s fdo

D’une part, les vitesses intervenant dans le théoréme sont
sc = (X +3)E,
$o = $ =8¢ = XE,
S%outeille — (X —|—X) x—i—aéEx

La vitesse sb"“t””e est calculée en considérant un point P quelconque du pourtour de la bouteille dont
le vecteur position s’écrit

sp = (X +x)E; + ae,

et la vitesse
$p = (X +%)E, + abey
EnK, e, = —E, et eg = E, de sorte que

ghouteille — (X 1 i+ aB)E,
La puissance développée par les différentes forces est donnée par
mg-sc = —mgE;- (X +%)E, =0
Mg-$c = —-MgE,-XE, =0

R ‘SbKouteille —Rg lzvre =Rg- (x+a6)Ex — (X+GG)TK

//STdozXEy/mejzXEfNEyzo
X X

D’autre part, 1’énergie cinétique associée aux deux éléments du systeme peut étre exprimée sous la
forme

1 1.
TllVrE — _M & , 2 — _MXZ
Mscl? =

et
bouteille 1 s 12 1 72 ) v 1 1 72 ) . 1 A2
75 :EmHSCH +Tc = Em(X +x +2Xx)+5w-Jc-a):5m(X +X —|—2Xx)+516

Regroupant ces résultats, le théoreme peut étre exprimé sous la forme

d

1 .
- (Xz—kx +2X5%) + = J624— ~MX?| = (i+ab)Txk (6)

2

On cherche a exprimer x(¢), la loi du mouvement de la bouteille par rapport au livre. Les projections
de I’équation (3) sur les axes E, et E, et de I’équation (4) sur E, donnent trois équations pour les
inconnues x, X, Nk et Tk.

Nk = mg
MX = —Tx
L’équation manquante est fournie par la loi du frottement

.8l
Sg

ZﬂdK

8l __ bouteille livre (e ;
Sk =S¢ sK¢ = (X+ab)E;
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Remarquons que le vitesse de glissement X + a@ est forcément positive dans la premiére phase du
mouvement étudiée puisque, en t =0, X = vy > 0 et 6 = 0. On a donc

Tx = —u|Nx| = —umg

Combinant ces quatre équations, on obtient

m+M
X=—
M8 i
soit
. m—+
X=—ug I+vo
et
m+M t2+ .
X=— — v X
HE M 2 0 0

ou x est la position initiale de la bouteille par rapport au livre.

La bouteille cesse de glisser quand sa vitesse de glissement s’annule, ¢’est-a-dire quand X% + a6 = 0.
L’équation (5) donne
JO = aTx = —aumg

de sorte que
Jo = —aumgt + 0y = —aumgt

On a donc )
m+M a‘umg
t J—

M + Vo

x—l—aé:—,ug t

qui s’annule en
* Vo

=t = 5
Lm ., ma
HE M 7

Une phase de roulement sans glissement commence quand ¢ = ¢*. La loi du frottement n’est plus de
mise et est remplacée par la condition de roulement sans glissement X + a0 = 0. Le mouvement peut
alors étre décrit par les quatre équations

m(X +%) = Tx
MX = —Tx
i+a®=0
JO = aTk

Il s’agit d’un systéeme linéaire homogene pour X, &, 0 et Tx qui admet la solution unique X = 0,
#=0,0=0et Tx = 0. La vitesse du livre X est donc constante et égale a sa valeur 2 la fin de la
phase de glissement.

L’accélération X durant la phase de glissement est telle que
MX = —Tx = umg

de sorte que

X = mt+X — gy
_'UgM 0—#8M

puisque le livre est au repos initialement, c¢’est-a-dire Xy = 0.

On a donc m m y y
Xt)=pug—t"=— 0 = -

( ) ,ugM Ml_'_m_i_ma2 1+M+Maz

M J m J

qui est aussi la vitesse constante du livre pendant toute la phase de roulement sans glissement.



