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Durée de Iepreuve : 4h.
Répondez aux d#fentes questions sur des feuill&pai€es.

Indiquez sur chacune de vos feuilles vatrgnéro d’ordre votre nom de famille en
MAJUSCULES et votre pnom en minuscules.

Rendez le carton avec votre néra d’ordre en néme temps gue vos copies.

i. Définissez brievement mais aussi complétement qusilpesavec texte et, si nécessaire, expression
mathématique et/ou dessin) les concepts suivants.

(a) Lapoussée.
(b) La précession uniforme d’'une toupie.

i. Etablissez les equations d’Euler décrivant le mouvendéum solide dans I'espace autour de son
centre d'inertie. Donnez la signification de toutes les deams intervenant dans ces équations.

Question I

On considere le mouvement d'un point matériel P de masseumis de la part d'un point fixe O a une
force centrale attractive

F=—murg

ou 1 désigne une constante strictement positivest la distance entre le point O et le point Reeest le
vecteur unitaire porté paP.

A Tinstant initial, le point matériel est situé a une @iscerg de O et est animé d'une vitesgg (non
nulle) perpendiculaire &.

i. Ecrivez 'equation differentielle vectorielle du mouwent de P.
ii. Montrez que le mouvement du point matériel est plan.
iii. Déterminez deux intégrales premiéeres scalairesmduvement ainsi que leur interprétation physique.

iv. Discutez la nature du mouvement sur un diagramme de fieltean fonction des parametres du
probléme.

Tournez la page.



Question Il

On étudie le mouvement plan d’'un pantin, assimilé a uideohdéformable de masse suspendu par
le point O situé au sommet de sa téte (voir Figure 1).

Le moment central d'inertidc du pantin pour la rotation autour d’'un axe perpendiculaurgplan du
mouvement est égal@?/3 ou/ désigne la distance entre le point O et le centre d’inertii@antin. On
noted I'angle que fait le pantin par rapport a la verticale indére.

Figure 1 Figure 2

Dans une premiére configuration, le point O est fixe et leipar¥cille librement dans un plan vertical
autour de ce point (voir Figure 1).

i. Déterminez le nombre de degrés de liberté du pantstifike.

ii. Relevez toutes les forces extérieures agissant suraldirp en précisant leurs caractéristiques
principales (point d’application, direction, force apjplee ou force de liaison, force conservative).

iii. Ecrivez le theoréeme de I'eénergie cinétique pour le pantin pppeat & un repére absolu.
iv. Déduisez-en la période des petites oscillations diipautour de la position verticale inférieure.

v. Comparez la période obtenue a celle d'un pendule simiplenassen et de longueu¥. Comment
expliquez-vous la difféerence observée ?

Dans un deuxiéme temps, le pantin oscille toujours librgrdans un plan vertical autour de son point
de suspension O mais ce point O est astreint a se déplatefretement le long d’une tige verticale. De
plus, le pantin est soumis a I'action d'un ressort vertidal raideuik et de longueur naturell&), dont une
extrémité est fixée au point O du pantin et I'autre eschita a I'extrémité de la tige verticale (voir Figure 2).

vi. Déterminez le nombre de degrés de liberté du pantistifiez.

vii. Relevez toutes les forces extérieures agissant supal#in en précisant leurs caractéristiques
principales (point d’application, direction, force applee ou force de liaison, force conservative).

viii. Ecrivez I'expression vectorielle du theéoréme de la quantité devement.

ix. Ecrivez I'expression vectorielle du theoréme du moment cin&igar rapport & un repére centré au
centre d'inertie du solide et dont les axes sont parali&léss axes inertiaux.

x. A partir des équations obtenues ci-dessus, détermisezlaigurations d'équilibre du pantin.

xi. Montrez que les mouvements de faible amplitude du pasitour de la configuration d’'équilibre
dans laquelle C se trouve sous le point de suspension O gektverdécrits comme la combinaison
de deux oscillations indépendantes. Déterminez legifnéces de ces oscillations.

* Explicitez, en fonction des variables cinématiques etfdeses en jeu, les résultantes cinématique et dynamique
intervenant dans ce théoréme.



SOLUTION

\oir livre de référence.

Question I

i. L'équation différentielle vectorielle du mouvement goint P s’écrit
mé=F = —mpur g

ous= OP =rg est le vecteur position de P par rapport au centre de forcen@irgplifiant par la
massam, on obtient

—2

S=—ur ‘g

ii. Multipliant cette équation vectoriellement ps re;, on obtient
SAS= d (sns)=0
=5 =

soit
SAS=h=5AVg

Le mouvement a donc lieu dans le plan de norniefermé par le vecteur position initia, et la
vitesse initialevy puisque, a tout instant,

s-h=s-(sAs)=0

iii. Le mouvement étant plan, on peut le décrire en utilisees coordonnées polaires dans le plan du
mouvement.

L'équation differentielle du mouvement s’écrit alors

r—2

it + 29 (r128)e —
(F r6)a+rdt(r B)eg = —H

Projetant cette équation dans les directions radialengetatielle, on obtient

e

F—r6% = —pr2 1)
Fa(r 8)=0

On en tire directement une premiére intégrale premiét8 = h.

Les conditions initiales _
So=ro& et Vo=ro& +roboes =Voey



soit _
fo=0 et rgbg=vg

permettent de déterminer la constante. On a
r’0=h=rovp 2

Cette relation traduit la conservation du moment cin&ifpar unité de masse).

Eliminant® de (1) en utilisant (2), on obtient
F—ravgr34+ur2=0
et, apres intégration temporelle,
FPrdvgr 2 —2urt =C=v;—2ury? (3)

ou la constante a été déterminée en considérant leditams initiales. Cette seconde intégrale
premiere exprime la conservation de I'énergie (paraudé ' masse) de la particule.

Le mouvement de la particule peut étre étudié sur wag@imme de potentiel en se basant sur
I'intégrale premiére (3) écrite sous la forme

V() =rd3r2—2urt

s’annule ey = rgv3/2u et dont la dérivee

_ _ —r2V2 4 pr
V'(r) = —2r3v3r 3+ 2ur 2:2<70 r% >

s'annule em, = r2v3/p.
On calcule aussi
lim V(r)=+4w et Ilim Y(r)=0"

r—0* r—4o0

ce qui permet de tracer le diagramme de potentiel suivant
rl/

La condition initialerp = 0 nous apprend que la particule se trouve initialement enaint gle
réflexion du diagramme de potentiel.

Trois cas peuvent se présenter suivant les valeurs presesapconstanteC, c'est-a-dire par les
conditions initialegg et vg.



e SiC=Cy = V(ry) = —p2/(r3v3), c’est-a-dire sio = ry, le point décrit une trajectoire circulaire
de rayonrg autour du centre de force. L'integrale premiére (2) ngyzrend que cette trajectoire
est parcourue a la vitesse angulaire consteg)te).

e Siles conditions initiales sont telles qaé&(r,) < C, < 0, le point matériel a un mouvement borné
entre deux cercles de rayonsgetr.

e SiC=C3>0, le point matériel a un mouvement non borné. Sa trajectst ouverte et il s'éloigne
indéfiniment du centre de force.

Question llI

Figure 3

i. Le pantin est un solide en mouvement plan qui possede domaximum 3 degrés de liberté. Son
point O étant fixe, seul le mouvement de rotation autour destermis. Il y a donc un seul degré
de liberté qui peut &tre décrit par la coordonnée gllig®ed mesurant l'inclinaison du pantin par
rapport a la verticale inférieure.

ii. Les forces extérieures agissant sur le pantin sont
e mg : la résultante des forces de pesanteur agissant sur lepforce appliquée conservative

agissant au centre d’'inertie C du solide et dirigée vdeinant vers le bas;

e Rg : force de liaison de direction inconnue agissant au poina@sde plan du mouvement.
iii. Le théoréeme de I'énergie cinétique dans les axemhls en O s'écrit

To:?o:ng-sc+Ro.gO:mg.'sc

puisque le point O est fixe.
Le point O appartement au solide, I'énergie cinétiqueealeiei peut se calculer suivant
1 Job?

TO:Ew-Jo-w: 5

olw= GEZ est le vecteur de Poisson du solideJgtlie moment d’inertie du solide pour la rotation
autour d'un axe perpendiculaire au plan du mouvement papaa®.

Le théoreme de transport permet d’écrire

me? 4my?
Jo=Jc+mP = — 4mP= "
3 3
de sorte que
2me? .
To=—6?
°T 73



Vi.

Par ailleurs, on a (voir Figure 3) _
Ssc=/e et 5c=/(0g

de sorte que _ _
mg-Sc = mg- (Beg = —mg/BsinB
Le théoréme s’écrit finalement

2, .
% (%(92) = —mg0sind

soit
2

4mi= .. .
Te +mgsind =0
Pour de petites oscillation® (~ 0) autour de la position verticale inferieude= 0, on a sird ~ 6 de
sorte que I'équation du mouvement devient
4m¢?

Ou encore

. 3g
6+ ,,8=0

La loi du mouvement pour de petites oscillations s’écritalo

39 . /39
=A —1+4+Bsiny/ —t
B(t) cos\/4€t+ ”46
OUA etB sont des constantes.

Il s'agit d’'un mouvement périodique de période

|a¢
T=2m/—
TU 39

La période du pendule simple de masset de longueuf vaut 21,/7/g. Elle est inférieure a celle du
pantin de massm dont le centre d’inertie se trouve a la distadi@k point d’attache. Ceci est logique
car le pantin est un solide qui utilise une partie de songg@gour son mouvement de rotation autour
de son centre d'inertie. Il a donc moins d’énergie displenmur les oscillations du centre d'inertie
autour du point O.

Le point O peut se déplacer le long de la tige
verticale. Son mouvement est par contre toujours
blogué dans la direction perpendiculaire a celle-
ci. Le pantin posséde donc 2 degrés de liberté
représentés par les variable® mesurant son
inclinaison par rapport a la verticale inféerieurexet
mesurant le déplacement vertical de son point de
suspension O a partir de la longueur naturelle du
ressort. (voir Figure 4).

Figure 4



Vii.

viii.

Les forces extérieures agissant sur le pantin sont

e mg : la résultante des forces de pesanteur agissant sur lepforce appliguée conservative
agissant au centre d’inertie C du solide et dirigée vddioant vers le bas;

e Fr : force appliquée par le ressort, conservative et qux siesure I'élongation du ressort par
rapport a sa longueur naturelle, s’exprime par= —kxEy ;

e N=NE,:force de liaison agissant au point de suspension O etdirigii I'absence de frottement,
perpendiculairement a la tige dans le plan du mouvemeast-@-dire dans la direction selon
laguelle le mouvement du point O est empéché.

Le théoreme de la quantité de mouvement doit &forté a un systeme d’axes absolus. Choisissant
un repére absolu centré en, @oint fixe situé a la longueur naturelle du ressort, on a

NO’ = n']g—|— FR+N

ou
) d . .
No = msc = ma(xEX + le ) = m(XEx + (Bep)
soit
M(XEx + (Bey — £6%e,) = mg+ Fr+N 4

. Le theoréme du moment cinétique par rapport a uenregentré au centre d’inertie du solide et dont

les axes sont paralleles a des axes inertiaux s'écrit

Hc = —fe A (FR+N)

ou X
. meé2 .
HC = JC W = JCGEZ = ?GEZ
Finalement,
mé2 ..
?eEz: —le; A (FR+N) )

. Les configurations d’'équilibre sont celles pour leskpgele pantin reste au repos s'il est abandonné

sans vitesse. Elles peuvent donc étre décrites par lestiégs d’équilibre statique obtenues en
annulant les dérivées des résultantes cinématiquesraipsant dans les membres de gauche de (4)
et (5), soit

0=mg+Fr+N

0= —le A (FR+ N)
En projetant la premiere équation sty et Ey, on obtient d’'une part

0= mg—kx
0=N

de sorte quax = mg/k & I'équilibre.
Tenant compte de I'annulation d¢ a I'equilibre, I'équilibre en rotation conduit d’autgart a la
relation
0=E; (—le NFr) = kéxXE;- (& NEx) = —kfxsin®
de sorte que sid= 0 a I'équilibre.
Au final, le systeme posséde donc deux configurationsudiboe décrites par

0=0 0=T1
et

_mg _mg

X= ” X= ”



xi. Dans le but d’étudier les mouvements de faible ampéitaditour de la configuration d'équilibre
(6 = 0, x=mg/k) dans laquelle le point C se trouve exactement sous le pginh@tablit d’abord
deux équations scalaires pouet 8 ne faisant pas intervenir la réaction inconiie

Une premiere équation de ce type peut étre obtenue eptandjle théoreme de la quantité de
mouvement (4) seloBy, soit

mx + m@é(ee -Ex) — nlééz(er -Ex) = mg—kx

ou encore ) _

mx — mé8 sind — m¢e? cosd = mg— kx (6)
Une seconde équation de ce type peut &étre obtenue ematitia réaction inconnul de (5) au
moyen de (4). On obtient

2 . e -
%GEZ = —le A (MXEx + mlBes — miB%e, — mg)

= mSiNBXE, — m(20E, — mg/ sinBE,

ou encore, en projetant dans la direction perpendiculaingian du mouvement,

me2 .
<T+mez> 6 — m¢sinBXx = —mg/sin® 7

Introduisons ensuite les perturbatiapete de la configuration d’équilibre étudiée selon

0=n et X:ng—FE

Les équations (7) et (6) décrivant I'eévolution de petiperturbations de la configuration d’équilibre
s’écrivent alors

rn€2
<? + m€2> i —m¢sinn € = —mg/sinn

mE —mésinn | —mécosn R2 = —ke
En linéarisant ces équations et en considérant en phetic
sinn~n et con~1 (n—0),

on obtient
47 .
3nton=0

me+ke=0

Il s'agit de deux équations découplées. La premiereespond a des oscillations pendulaires autour
de O a la pulsationw; = 2mtf; = /3g/4¢ et la seconde a des oscillations verticales autour de la
positionx = mg/k a la pulsationv, = 21tf, = \/k/m.



