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Durée de Iepreuve : 4h.

Répondez aux d#fentes questions sur des feuill&pai€es.

Indiquez sur chacune de vos feuilles vaitenéro d’ordre, votre nom de famille (en
majuscules) et votre pnom.

Rendez le carton avec votre néra d’ordre en néme temps gue vos copies.

i. Définissez les angles d’Euler permettant de repérerokitipn d’'un gyroscope dans l'espace et
exprimez le vecteur de Poisson du gyroscope en fonctionwedaie

ii. Etablissez I'expression du couple extérieur & appliguen gyroscope pour produire un mouvement
de précession uniforme autour de son centre d'inertie.

iii. Expliquez pourquoi I'axe de rotation de la Terre pné®eun mouvement de précession (période
T =25 760 ans).

Question I

Le mouvement sans frottement d’un point matériel sur urenférence située dans un plan vertical et
tournant & vitesse constante autour de son diametreakeest décrit par I'intégrale premiére (en variables
adimensionnelles)

<¥>2—co§¢—asin¢ =C

ou ¢ €] — 1,17 est une variable angulaire permettant de repérer la positii point sur la circonférence,
T désigne un temps rendu adimensionfeést une constante qui dépend des conditions initiales>e0
est un parametre du probleme.

i. Déterminez les positions d’équilibre du systeme stdiez-en la stabilité.
ii. Pourquoi peut-on dire que le systeme présente unedaifion ?

Tournez la page.



Question Il

On se propose d’étudier le mouvement plan d'un solide desemasonstitué d’'un disque homogene de
rayona et d’'un balourd fixé de fagon excentrée sur le disque (Géré ci-dessous). Le solide roule sans
glisser sur un plan horizontal fixe.

En raison de la présence du balourd, le centre d'inertieotidesse situe a une distanbe< a du centre
du disque. Le moment central d’inertie du solide par rappait axe perpendiculaire au plan du mouvement
est notémk?.

Alors que le balourd est situé sous le centre du disqueagiomb de celui-ci, on communique au
solide un mouvement de roulement sans glissement tel quenteecdu disque acquiert une vitesse initiale
horizontalevy.

Vi,

Vii.

viii.

. Déterminez le nombre de degrés de liberté du solidegy(té avec balourd). Justifiez.
. Ecrivez la relation de roulement sans glissement du solideegplan horizontal.

Si la masse du disque homogéne est dg8et le balourd est situé a une distarsg® du centre du
disque, exprimeh etb en fonction demeta.

Si vous utilisez la valeur du moment d’inertie d’'un soliderééerence, montrez comment calculer
celle-ci en repartant de la définition du tenseur ou du mamiarertie.

Dans la suite, n'utilisez pas les valeurs trouges ici. Gardezh et b dans voséquations.

Relevez toutes les forces extérieures agissant suydtree en précisant leurs caractéristiques
principales (direction, force appliquée ou force de baisforce conservative).

. Ecrivez I'expression vectorielle du theoréme de la quantite deivement.

Ecrivez I'expression scalaire du theoréme du moment cinéticarergpport & un repére centré au
centre d'inertie du solide et dont les axes sont parali&léss axes inertiaux.

Ecrivez le theoréme de I'energie cinétique par rapport a uerefmertial.
Montrez que le mouvement peut &tre étudié a paf'tine intégrale premiére du type

f(8)6? — 2ghcosd = C

ouB estun angle repérant la position du balourd par rapporéatredu disque tel qu=0 a l'instant
initial et ou f (B) etC sonta déterminer et désignent respectivement une fonction strictemeritip®s
et une constante.

Quelle est la signification physique de cette intégralenpeee ?

. Déterminez quelle doit &tre la vitesse initialg pour que le disque puisse rouler d’'une distadce

guelconque sur le plan (en supposant que les conditionsuliernent sans glissement sont vérifiees a
tout instant).

. Déterminez quel doit étre le coefficient de frottempemintre le disque et le plan horizontal pour que

le mouvement initial soit effectivement un roulement saissgment.

* Explicitez chacune des résultantes cinématiques (pas tierivées) et dynamiques intervenant dans ce théore



SOLUTION

\oir livre de réféerence.

Question I

i. Les positions d'équilibre sont les points stationngside la fonction potentielle
V($) = —cog ¢ —asing

i.e.les solutions de
V'(¢) = 2sind cosp — acosp = cosp(2sing —a) =0
Il s'agitded = 1/2, ¢ = —11/2 et des solutions de sjn= a /2. Ces derniéres n’existent queosK 2 et sont
. a . a
o= arcsmE et ¢ =11— arcsmz

qui coincident aved = T/2 sia = 2.

En résumé, les positions d’équilibre sont

si0<a<2 : M T arcsing etm— arcsine
- 22 2 2
. ™, T
sia>2 c—set
- 2 2

Afin de déterminer la nature de ces points stationnairest dles positions d’équilibre, on détermine la
premiere dérivée du potentiel non nulle en ces pointsc&cule

V" () = —sind(2sing —a) +2cog ¢

puis
>0sia>2 = MindeV = stable
V'(m/2)=a—2 {<O0sia<2 = MaxdeV = instable
=0sia =2 = Pas de conclusion a ce stade
V'(-1/2)=-a—-2<0 = Max deV = instable
a a >0sio <2 = MindeV = stable
V& (arcsin—) =2co¢ (arcsin—)
2 2 =0sia =2 = Pasde conclusion a ce stade
et

a a >0sia <2 = MindeV = stable

" H H
\Y/ (T[f arcsm—) =2coé (T[f arcsm—)
2 2 =0sia =2 = Pas de conclusion a ce stade

La nature de la position d’équilibge= 11/2 quandx = 2 demande de poursuivre la dérivation. Partant de
V" (9) = —2sind(sing — 1) +2cog d
on a successivement

V" (¢) =2cosh —4sin2p, V" (m/2) =0 = Pas de conclusion a ce stade

V@ () = —2sing —8cosd, VW (m/2)=6>0 = MindeV = stable



En réesume,

a<?2 a>2
—T/2 Instable Instable
arcsiro/2 Stable -
/2 Instable Stable
TI— arcsir /2 Stable -

ii. 1l s’agit d'une bifurcation puisque le comportement dgsgeme change radicalement quand le paraneetre
passe par la valeur 2. Il y a en effet apparition/disparitlerdeux positions d’équilibre et changement de la

nature de la position d’équilibrge = 11/2.
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i. Un solide en mouvement plan posséde au maximum 3 degrBisedté. Le mouvement sur le plan horizontal
et la condition de roulement sans glissement imposent daisphs. Le solide a donc un seul degré de liberté.

ii. Le roulement sans glissement du solide sur le plan hat&@dixe se traduit par I'égalité de leurs vitesses au
niveau du point de contact K, soit
% =0
En prenant en compte le vecteur de Pois3Badu solide, la vitesse du point du solide en contact en K avec le
plan horizontal est _ _ .
de sorte que la condition de roulement sans glissementts'éc

X+ab=0 (1)

iii. e Détermination de la position du centre d’inertie du solide.
Dans les axes lies au solide en A, le principe de superpoggrmet d'écrire
mo- 3m + m
=—0 —0
C= oAt ZOoP
oloc =he,op =0etop=a/2¢g, puisque le balourd P a une masse 3m/4 = m/4.
La projection de ce théoreme sur I'agedonne
3m ma
mh=— -0+ —
4 "2
soit

a
h=2
8



e Détermination du moment d’inertie.du solide.
Par superposition, '
Jo = mif = Jg%Me4 98
ou
(a a) 9ma’

et, par le theéoreme de transfert,

disque d|sque 3m 2 disque 3_ma_ disque 3me?
Jc =5 HAC|| =J + 764 =Ja +—256

Le moment d’inertie du disque par rapport a son centre dimee calcule suivant

Jgisaue_ // (X2 +x3) p dxdxe
disque

ou la masse par unité de surface du disque vaut

3m/4
=z
€
&
XoF — — — — — — — ‘
r ‘
|
€ |
) |
|
Al e X1 /

et ou I'intégrale peut étre calculée en passant en aoorées polaires (voir figure) suivant

// (X2 +x3) p dxydxp = 3—m/2nde/a [(rcosB)?+ (rsin@)?] rdr
disque T2 POXNDe = 22 Jo 0

3m 3 3ma* 3me?
= a2 2”/ or=227" "8
Finalement,
i — 3m& N 3met N 9me#  108m&#  27ma’
-8 256 256 256 64
et
3Vv/3a
b= A

iv. Les forces extérieures agissant sur le solide sont

e mg : la force de pesanteur, force appliquée conservativesagisau centre d’inertie C du solide et dirigée
verticalement vers le bas;

e R=NEy+TEy: laforce de liaison exercée par le plan horizontal sur lele@u point de contact K.
v. Le théoréme de la quantité de mouvement écrit au @itbnne

No =G =mg+R

ou
d . .
No=ms = md (XEx + hey) = m(XEx + hBeg)
Dés lors, le theoreme s’écrit d



vi. Appliquant au solide étudié le theéoreme du momenétique rapporté a des axes paralleles aux axes absolus
et centrés en C, il vient

He=Mc
ou
Mc =CCAmMg+CK AR = (—he —aEy) A (NEy + TEy)

=—hN(er AEy) —hT(er AEx) —aT(EyAEx)

= —hNSsinBE; — hT cosBE; + aTE;
et _

Hc = Jc- w = mPBE,

soit

it(mbzeEz) = —hNSInBE, — hT cosBE, + aTE;

ou encore, en projetant sk,

d : .
&(mbze) = —hNsin@ —hTcos9+aT

vii. Le théoreme de I'énergie cinétique rapporté a dres inertiaux centrés en O, s’écrit
dTo

o= Po=mg-sc+R-& = Mg &

vu la condition de roulement sans glissement et ou

1 .
To= EmHSCHZJrTC

avec . .
|5c||? = X2 + h?6? + 2hx@ cosd
et 1 1 1
Tczéw-Jc-w:EGEZ-JC-GEZZEmeQZ
On a donc
dfl > 20 ¥ 262\ | oy e Ao
gt 2m(x + h“0~ + 2hx8cosb + b“67) | = mg- 5c = —mgtBsind

viii. Apresintégrationtemporelle du théoreme denkegie cinétique, on obtient I'intégrale premiére deservation
de I'énergie

%m(x2 + h?6? + 2hx@ cosh + b?6?) — mghcosd = E

En tenant compte de la condition de roulement sans glissghecette intégrale premiére peut étre mise sous
la forme

6% (a®+ h? + b* — 2ahcosB) — 2ghcosh = C

ou la constant€ est déterminée en utilisant les conditions initiales

0=0 et X=—-abB=vy soit 62=\3/a’

donc
2 1212 V5 2 12y Vo
C=(a"+h"+b —2ah)¥—29h: ([a—h“+b )?—Zgh
etou
f(8) = (a®+h?+b*— 2ahcosd) > 0
puisque
(a® +h?+ b2 — 2ahcosd) > (a— h)?
Finalement, I'intégrale premiére s’écrit
. 2
02 (2 + h? + b? — 2ahcosB) — 2ghcosd = (Ja— h?+ b?) % _2gh 3)



ix. Le solide pourra rouler d'une distanckequelconque sur le plan horizontal si toutes les valeurs alggle

6 € [0,2m] sont accessibles, c’est-a-dire, puisd®é) > 0, si

2
—2ghcosd < (Ja— h2+1?) % _2gh, VBe (0,21
donc si
%

2gh< ([a—h]?+Db?) e

—2gh

ou encore si
4gh&?

0~ a—h21 2

. Le mouvement initial sera un roulement sans glissemelat grise en compte de cette hypothése conduit a
vérifier, a l'instant initial, la condition
Tl <HIN|

Le théoreme de la quantité de mouvement (2) permet derdéter I'expression des composantes de la force
de liaison. On a

M(XEx + hfeg — h%er) = —mgEy + NE, + TEy
soit, en projetant sur les axes absolus,
T = m(%+ hBcosh — he?sine)
N = m(g+ hBsin6 + h6?cosh)

A Tinstant initial, 8 = 0 et6? = v%/az, ce qui donne, en prenant en compte le roulement sans gésgem

T =m(%+h8) =m(h—a)

mh
N = mg-+ ?

L'expression dd peut &tre obtenue en dérivant (3) par rapport au temps bBer
6 (2ahsin®) + 28 (a® + h? + b? — 2ahcosd) + 2ghsind = 0

donc, a l'instant initial,

20(a®+h?4+b2—2ah)=0 soit 6=0

Ent =0, on a doncl' = 0, ce qui assure que la conditiph| < y/N| est toujours respectée. Quel que soit le
coefficient de frottement, le mouvement commence par une phase de roulement saresrigiss



