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e Cet examen est livre ouvert. Les calculatrices sont autaeiss.
e Répondez aux défentes questions sur des feuillé&paiées.

¢ Indiquez lisiblement votre NOM en majuscules suivi de @t&Bnom en minuscules dans
le coin su@rieur gauche de chaque faeenunérotez-la.

e Sivous ne&pondez paa une question, rendez une feuille blanche pour cette quneatiec
votre NOM et votre Fenom.

e \Vos copies doivent ingpativemengétre transmises au format pdf, en trois fichiers distincts
correspondant aux trois questions de cet examen et dontoles 1I3ont construits sur le
mocktle NOMPrenomQ1.pdf, NOMPrenomQ2.pdf et NOMPrenomQ3.pdf.

En cas de prol#me technique ou de question,
vous pouvez envoyer un mal mmm@uliege.be owetephoner au 04 366 93 13

i. Donnez, en justifiant votre réponse, les dimensions dasdgurs suivantes :

a) le spin;

b) le coefficient de frottement statique;
¢) le moment dynamique;

d) la poussée.

ii. Montrez que si un cone circulaire droit homogéene estsis a un ensemble de forces dont le moment
résultant par rapport au centre d'inertie est perpendiila I'axe de symétrie, alors le spin est
constant.

iii. Sans introduire de développements mathématiquasicqeiez pourquoi il est souhaitable de choisir
une pierre plate pour faire des ricochets sur I'eau.

Soit un accélérometre constitué d'un bloc de mas®t d’'une masse pendulaire de méme masse. Les
deux masses sont assimilées a des points matériels. ocesbt astreint a se déplacer sans frottement le
long d’une glissiére horizontale. Deux ressorts ider#de longueur naturelleet de raideuk = mw? ol
w? = g// (avecw > 0) sont disposés de part et d’autre du bloc. La masse peredakt suspendue au bloc
par le biais d'un fil inextensible de masse négligeable ébagueur?.

Le mouvement est plan. On repere les positions des dewempss les variables et 8 représentées
sur le dessin ci-dessous. (Les deux ressorts sont a leguédon naturelle lorsque= 0.)
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Les théoremes généraux de la mécanique permetteidieade mouvement des deux masses au moyen
du systeme
2%+ 0cosh — ¢ 62sinB+ 2w?x =0

06+ %cosB + ¢ w?sin@=0

i. Déterminez la configuration d'équilibre du systemangatible avec les contraintes géométriques
correspondant & la représentation schématique cigess

ii. Etudiez la stabilite de cette configuration d’équilibre.

iii. Dans I'hypothése de petites oscillations, le mouvatdu systeme constitué des deux masses autour
de la configuration d’équilibre est-il un mouvement péigue ? Justifiez.

Un disque homogéne de masaet de rayorR roule sans glisser entre deux cylindres creux coaxiaux
d’axe horizontal et de rayorsetb (oua < b etb—a = 2R). Le cylindre intérieur, de masd4d, est libre
de tourner sans frottement autour de son axe de symétrievdition. Le cylindre extérieur est fixe. Le
mouvement est plan.

La position du centre d'inertie du disque est repérée par
'angle 6 donné sur la figure ci-contre. Tous les autres
angles éventuels sont mesurés dans le sens trigonqoeetri
a partir d’'une direction fixe A l'instant initial, le disque est
abandonné sans vitesse alors que son centre d'inertieusetr
a la hauteur de I'axe commun aux deux cylindres creux.

Les moments centraux d'inertie d'un disque et d'un o
cylindre creux de massa et rayonR par rapport a leur axe de |
symétrie de révolution sont respectivement donnésri&y2 }
etmPR. |

i. Précisez le systtme matériel étudié et introduisez
les variables cinématiques permettant d’'en décrire !
completement le mouvement.

i. Ecrivez les deux conditions de roulement sans glissemeatiuiBez-en que la vitesse de rotation
du cylindre intérieur est liee @par la relation

aw=2(a+R)6
iii. Déterminez le nombre de degrés de liberté du systeustifiez.

iv. Relevez toutes les forces extérieures agissant systerme étudié en précisant leurs caractéristiques
principales (point d'application, direction, force inter ou externe, force appliquée ou force de
liaison, force conservative).

v. Etablissez une integrale premiére du mouvement & pdetr theoréemes généraux et donnez-en
l'interprétation physique.
vi. Etudiez le mouvement absolu du disque sur un diagramme eetjrit

vii. Ecrivez le théoreme de la quantite de mouvement pour dguei en explicitant les résultantes
cinématiques et dynamiques en fonction des variableswatiques choisies et des forces.

viii. Ecrivez le theoréme du moment cinétique pour le cyliridtérieur par rapport & un repére inertiel
centré en O. Explicitez les résultantes cinématiquesly@iamiques en fonction des variables
cinématiques choisies et des forces.

ix. Montrez que les forces de liaison agissant sur le disguéexclusivement normales au disque (sans
composante tangentielle) lorsque celui-ci passe par tecater inférieure.



SOLUTION TYPE

Voir livre de référence.

. La configuration d’équilibre est celle pour Iaquelledtzeleratlon est nullex(= 0
8 = 0) si on abandonne le systéme sans vitegse Q; 6 = 0). A I'equilibre, Ies
égquations du mouvement

2%+ ¢ Bcosh — £ 82sinB + 2w?x = 0
¢ 0+ XcosB+ £ w?sin® =0

se simplifient donc en«®x = 0 et fw?sin@ = 0 de sorte que la configuration
(x= 0,0 = 0) est la seule configuration d’équilibre du systeme corbfatvec les
contraintes géomeétriques.

ii. Les équations décrivant I'évolution de petites pdationsx = € et® =n, s'écrivent
2¢ + (fjcosn — R2sinn + 2w?e =0

/R + Ecosn + fw?sinn =0
En linéarisant ces équations, on obtient
26+ I+ 2w’ =0
M +E4+L0w’n=0
De la seconde équation, on tire
£ = —lw’n — i

Dérivant deux fois la premiére équation et y injectanttecexpression, il vient
successivement
2@ Mm@ 1 20% =0

2 <—€w2r’1 —/n <4>) N 4 202(—w?n — f) = 0

et
N + 4w 4+ 2% =0 @)

Les solutions de I'équation (1) sont des combinaisongalies de solutions
fondamentales de la forme e(gp) ou z verifie

2+ 47 + 20" =0
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Les arguments des exponentielles étant purement imaggnala solution est
oscillatoire. L'equilibre est donc (marginalement) stab

= (—2+V2)w? <0

Dans ces conditions,

ii. Les petites oscillations autour de la configuratiordliilibre sont une combinaison
d’oscillations de pulsations

wlzw\/Z—i-\/é et wzzw\/Z—\/é

c’est-a-dire de périodes
21 21

= et h=—Fr—o
wV2+2 wV2—+/2

Le mouvement résultant n'est pas périodique. Il est eet éffipossible de trouver

deux entiergp etqtels queT = pT, = qT, puisque
2—2
V242

T

n'est pas rationnel.
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i. Le systtme matériel étudié est constitué du cybridtérieur de masdd et de rayon
a et du disque de masseet de rayorR. L'angle Y permet de repérer le mouvement
de rotation du cylindre. L'anglé repere la position du centre d’inertie du disque et
'angle ¢ décrit la rotation du disque autour de son centre d’inefies trois angles
sont mesurés par rapport a des directions fixes. lls egp@tonc les mouvements
absolus du disque et du cylindre.



ii. Les vecteurs de Poisson du cylindre et du disque soneoséispment donnés par

cyllndre l.IJE et wdlsque (I)E

La condition de roulement sans glissement au poirgrire le cylindre intérieur et le
disque s’écrit

S::(yllndre S’(iisque
ou i
S = PE, N ag = (Paey
et i
glisque_ 5E, A (a+ R)g + OE, A (—Rg) = < (a+R) - ¢R)
Onadonc

Pa=6(a+R)—0dR 2)

La condition de roulement sans glissement au point K entegliedre extérieur fixe
et le disque s’écrit

-cylindre __ .disque
K=K
ou _
S(iylmdre -0
et

&35 _ 6E, A (a+ R)g + OE, ARg = (é(a+ R) + ¢R)ee
donc, finalement, _
B(a+R)+dR=0 3

En combinant les conditions de roulement sans glissemgast (2) et en notant que
w = ), on obtient la relation annoncée

Ya=wa=20(a+R) (4)
entre la vitesse de rotation du cyIindreéet

iii. Le systeme est constitué de deux solides en mouvemiantet comprend donc au
maximum 6 ddl. La translation du cylindre intérieur estduée, ce qui correspond
a 2 liaisons et le mouvement de translation du centre dijeu disque se fait sur
le cercle de rayorma+ R, ce qui constitue également une liaison. Enfin, les deux
conditions de roulement sans glissement apportent deispiia supplémentaires de
sorte que le systeme ne posséde qu’un seul degré de&lger2 —1—2=1).

iv. Les forces agissant sur le cylindre sont

e Mg : la résultante des forces de pesanteur agissant sur ledayli force
appliquée conservative agissant au centre d'inertie Oylindre et dirigée
verticalement vers le bas;

e Rp : la force de liaison de direction inconnue agissant au mivag l'axe du
cylindre en O;

e Ry : laforce de liaison de direction inconnue agissant (suyliedre) au point
de contact Kentre le cylindre et le disque.

Les forces agissant sur le disque sont



Vi.

e mg: larésultante des forces de pesanteur agissant sur leegifgce appliquée
conservative agissant au centre d'inertie C du disque iggédirverticalement
vers le bas;

e Rk : la force de liaison de direction inconnue agissant au paéncontact K
entre le cylindre extérieur et le disque.

e —Rk: : laforce de liaison de direction inconnue agissant (suidgu) au point
de contact Kentre le cylindre et le disque.

Les forcest Ry’ sont des forces internes au systeme matériel étudige3des autres
forces sont des forces externes.

Le théoreme de I'énergie cinétique en O s’écrit

To=Po
TO _ Téyllndre+T(()j|que
avec ,
Téylindre: }wcylindre_nglindre.wcy”ndre _ |V|2a l]J2
et
2
Tgisque: TH'SCHZ_i_Tgisque: TH-SCH2+}wdisquel\]dcisque. wdisque: m(a+ R) -92 mR2¢2
2 2 2 2 4
et ou

-disque

PO:MQ'SO+W\Q'Sc+Ro'So+RK-§< -cyIindre_RKl.-disque

+ RK/ . §</ §</

Sion tient compte des deux conditions de roulement sarsegtient, de ce que O est
un point fixe et du fait que la force de pesanteur est consegyan a

dVing d
de sorte que le theoréme de I'énergie cinétique $'écri
dTlo d
ot [mg(a+ R) cose]

Cette équation admet I'intégrale premiere de consenvate I'énergie

Ma? ., m@+R?., mR
g VT Yy

puisque le systeme est initialement au repos 8veart/2.

$?>—mga+R)cosB=E =0 (5)

L'intégrale premiére (5) peut étre exprimée en fikore de la seule variabl@mesurant
le mouvement absolu du disque en utilisant (3) et (4), soit

2,
M@+ R g mga+ R)cos = 0

., ma+R)?.
2M(a+ R)%0% + @+R g,
2 4
ou encore

(8M + 3m)(a+ R) 6% — 4mgcosh = 0 (6)

Cette intégrale premiére peut &tre étudiée sur lerdragne du potentiel

V(8) = —4mgcosd



Vii.

|
N
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Le mouvement du disque consiste en des oscillations pgues d’amplitudert/2
autour de la position verticale inférieure.

Le théoreme de la quantité de mouvement pour le disjécrit

No = G™ = mg+ Rk — Rk

~

ou

No = msc = m(a+ R)Bey
soit, finalement,

m(a+ R)6ey — m(a+ R)6%e = mg+ Rk — Ry 7)

viii. Le théoreme du moment cinétique pour le cylindre ppport & un repére inertiel

centré en O s’écrit _
Ho = MgXt:SK//\RK/ =ae ARy

ou seule la forcdRy: intervient puisque les autres forces qui agissent sur ladrgd
sont appliquées en 0. On a

Ho=Jo" wcylindre — Mazl]JEz
de sorte que le theoréme s’écrit finalement

Ma2(E, = ae; A Ry (8)

. Dérivant l'intégrale premiére (6) par rapport au {gsnon obtient

(8M +3m)(a+R) 8+ 2mgsin® = 0
de sorte qué = 0 & la verticale inféerieured(= 0).

En dérivant (4) par rapport au temps, on obtient aussi fjue 0 a la verticale
inférieure puisque )
Ya=206(a+R)

L'équation (8) nous apprend alors que la force de liaiRu y est paralléle &,
c’est-a-dire, normale au disque.
Des lors, I'equation (7) donne

Rk = —m(a+ R)6%¢ — mg+ Ry

ou tous les termes du membre de droite sont dirigés sgl@@guivalent &y quand
6=0).

On en conclut que les deux forces de liaison agissant susdgielisont exclusivement
normales a celui-ci lorsqu'il passe par la verticale iirgfére.



