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. EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de I'épreuve : 4 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. Etablissez la relation entre le moment cinétique d’uiidgofapporté & un systéme d’axes centrés en
son centre d’inertie et gardant une orientation constarigetenseur central d'inertie de ce solide.

ii. Définissez les concepts d'axes principaux centrauxedtia et de moments principaux centraux
d’inertie.

Question Il

On considére le mouvement d'un point matériel de masgei se déplace dans le champ de la pesanteur
sur un paraboloide de révolution fixe décrit en coordonngksdeiques (ave®, dirigé verticalement vers
le haut) par I'équation ,
7= r_
p
ou p > 0 est une constante. La liaison entre le point matériel etffase de guidage est supposée sans
frottement et bilatérale.

A linstant initial, le point matériel est situé a une hautew= 7z, > 0 au-dessus du plan de référence et
est animé d’un vitesse non nullg horizontale.

i. Relevez toutes les forces agissant sur le point matérigldiquant leurs caractéristiques principales
(direction, force appliquée ou force de liaison, force emnative).

ii. Ecrivez I'équation différentielle vectorielle du moement du point matériel.

iii. Déterminez deux intégrales premiéres scalaires etigpeg-en les interprétations physiques
éventuelles.

iv. Discutez la nature du mouvement en fonction des paraséin probléme.

v. Déterminez la vitesse minimalg = ||vo|| & communiquer au point matériel pour que celui-ci s’éléve
sur la surface de guidage au-dessus de son niveau de d¢part

Tournez la page.



Question Il

On consideére le mouvement plan d’un cheval a bascule que saris glisser sur un plan horizontal fixe.
Le cheval a bascule est assimilé a un solide indéformableatsem et de centre d’inertie C. Le cheval
repose sur le sol via un patin dont le contour extérieur esirarde cercle de centre’ @t de rayoma en
contact avec le plan horizontal en un point K.

On note 6 I'angle entre la verticale et ‘G (voir
figure),d la distancd|O’'C|| etJc le moment d'inertie
pour la rotation autour d'un axe perpendiculaire au
plan du mouvement passant par C.

Dans un premier temps, on étudie les oscillations libreshéwal a bascule, c’'est-a-dire sans la fdfce
illustrée sur le schéma de gauche.

i. Déterminez le nombre de degrés du solide et introduisezcderdonnées généralisées permettant
d’en décrire le mouvement en vous inspirant du schéma péopos

ii. Relevez toutes les forces agissant sur le solide enurdigleurs caractéristiques principales (point
d’'application, direction, force appliquée/de liaisorrci conservative).

iii. Déterminez la condition de roulement sans glissemergalide sur le plan horizontal.

iv. Ecrivez' le théoréme de I'énergie cinétique par rapport a un repédiéh et déduisez-en une
intégrale premiére ne faisant intervenir que la vari&glBrécisez l'interprétation physique de cette
intégrale premiere.

v. Déterminez la période des petites oscillations du chévescule autour dg&= 0.

Dans un second temps, on considére que le cheval a basciné@iaktment au repos avet= 0 et est
mis en mouvement par un choc horizontal a une hatiewr-dessus du plan, c’est-a-dire par une fdfce
horizontale exercée pendant un trés court instant (voirdigu

vi. Ecrivez le théoréme de la quantité de mouvement.

vii. Ecrivez' le théoréme du moment cinétique par rapport & un repéreécent€ et dont les axes sont
paralleles a des axes inertiels, sachant que le moment dectH par rapport a C est donné par

ME = F[d(1—cosf) — ¢]k

ouf=h-+d—aetk estle vecteur unitaire perpendiculaire au plan du mouvémen

viii. Déterminez la hauteuna laquelle il faut exercer la fordemettant en mouvement le cheval & bascule
pour que le mouvement initial de celui-ci soit un roulemaamssglissement sur le plan horizontal
quels que soient le coefficient de frottement sur le planzootal et I'intensité de la forcE.

* Explicitez, en fonction des variables cinématiques et deses en jeu, les résultantes cinématique et
dynamique intervenant dans ce théoreme.



SOLUTION

\oir livre de référence.

Question Il

S -

&

. Les forces agissant sur le point sont :

e Mg = —Mm@e,, la force de pesanteur, force appliquée et conservative;

e R, force de liaison, perpendiculaire a la surface de guidag@bsence de frottement.
La force de liaison normale n'a pas de composante tangenéidh surface de guidage. Comme
celle-ci est une surface de révolution autour de I'axe e&kton aR - eg = 0 en introduisant les axes
de coordonnées cylindriques, ey ete,.

. L'équation différentielle vectorielle du mouvement gdaint matériel s’écrit

ms=mg+R @
Multipliant scalairement I'équation (1) par la vitesabsolue du point P, on obtient
ms-s= mg - S

puisque la vitesse, tangente a la surface, et la force deotiaginormale a la surface, sont
perpendiculaires. On en tire I'intégrale premiére

1 .
Smis|2—mg s=E

exprimant la conservation de I'énergie du point P.
La constantde peut étre déterminée en utilisant les conditions initias a

1
E= ém\éJr mga
En coordonnées cylindriques, on a

s=re+ze, et 5=fie +rbey+7e,



de sorte que l'intégrale premiére de conservation de I@eerexprime sous la forme

12 41202+ 2+ 292=\3 + 297 )

Afin d’obtenir une seconde intégrale premiére, on utilisiaieque la réactiorR ne posséde pas de
composante selogy. Puisque I'accélération en coordonnées cylindriquespsiese par

= (F—rd)e + 1d (r0)ep + 78,

r dt
on a, en projetant I'équation (1) seleg,
md | ,.
?a(r 0)=0
soit _
r’6=h

ou h est une constante qui peut étre déterminée en utilisanofestons initiales.
La vitesse initiale s’écrit en coordonnées cylindriquestaaite généralité,

S = Foer + roBoes + 206,

Initialement, la vitesse est horizontalg € 0) et donc, puisque

r2 . 2rf
zZ=— = 2= — (3)
p p
on a aussig = 0 de sorte que
5 = roBoes = Vo = roBo = Vo
Utilisant ce résultat, il vient
r’8 =h = rovo = /PZVo (4)

Cette intégrale premiére exprime la conservation de la osamte verticale du moment cinétique
(par unité de masse). On peut en effet veérifier que

(SAS)-& = [(rer +28,) A (Fer +1Beg +28,)] - €, = 1?0

De fagon alternative, on peut obtenir la deuxiéme intégpageniére en multipliant I'équation (1)
successivement vectoriellement jggouis scalairement pag. On obtient ainsi

MSAS=msAQg+SAR
=m(re +2e,) A (—06;) + (rer +28,) A (Reer + Reey)
= (mgr—rR;+zR)ey

puis

m(sAé)-ez:O:%[(S/\'s)-ez] =0= (sSAS)-e,=h

qui exprime la conservation du moment cinétique vertical.

L'équation de la surface de guidage (3) et I'équationp@mettent d’éliminer les variable®t0 de
I'équation (2). On obtient

. 4r2 V2 2gr?
r2<1+?>+p?20+%:v%+2920 (5)



Puisque le coefficient multipliam? est strictement positif, le mouvement peut étre étudié tr phar
graphe de la fonction

_ Pavg , 20r°
V(r)= 2 + —p
On calcule
lim V(r) = +oo, lim V(r) = +oo
r—-oo r—0
et
_ o272 4 2
V'(r)= ZLSZO\/‘ZW@: 2p 20\3/0+4gr =0 en r,={ P05
r P r3p 29

Le ‘diagramme de potentiel’ présente donc I'allure suieant
V(r)

I I ) r

e Dans le cas o3 + 29z = V(r,), la particule décrit une trajectoire circulaire a la hauateu
constantezy = r2/p. En vertu de (4), cette trajectoire est décrite a la vitessstantevo.

e Dans le cas oW + 29z > V/(r,), la particule oscille entre deux plans horizontaux paleslé
tout en tournant a vitesse variable sur la surface.

v. Pour que le point matériel s'éléve sur la surface de g@idagdessus de son niveau de dépari
faut querg corresponde au point de réflexiondu puits de potentiel illustré plus haut.

Ce serale cas si

20270\ 4
V(rg) = 2P 2% M _
rsp
c’'est-a-dire si
a5 _4vs_,

07 2%z 2p°z



Question Il

Le solide en mouvement plan posséde au maximum 3 degrdisedi Imais le contact avec le plan
horizontal et la condition de roulement sans glissememnbdioisent 2 liaisons. Le solide possede
donc un seul degré de liberté.

Le mouvement du solide peut étre décrit par la coordonnéesurant le déplacement horizontal
du point G et par I'angleB donné dans I'’énoncé et mesurant la rotation du solide pgorap la
verticale.

. Les forces agissant sur le solide sont :

e mg, la résultante des forces de pesanteur, force appliqgué@mnsérvative agissant verticalement
vers le bas au point C;

e R = NE, + TE,, force de liaison de direction inconnue dans le plan du mmeve, agissant
en K.

Le roulement sans glissement du solide sur le plan botal s’exprime par I'égalité des vitesses
instantanées des points matériels du solide et du plan figergact au point Ki.e.

§(ol _ -Srilan

Puisque le plan est immobile, ors&™" = 0
Le vecteur position d’'un point quelconque du pourtour didsglpar exemple A, s’écrit

Sp = XEx+ae
et, puisque le vecteur de Poisson du solidebEst on a

S = XEy + aBeg
En K, & = —Ey eteg = Ex de sorte que

5§ = XEy+ aBE, =0
Des lors, le roulement sans glissement du solide sur le {gapréme par la relation
X+ab=0 (6)
Le théoréme de I'énergie cinétique dans les axes ihneeie O s'écrit
To=mg-&c+R & = —%(Vmg)

puisque la force de pesanteur est conservative eggue0.
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On en déduit I'intégrale premiere de conservation de I'gieer

L'énergie cinétigue est donnée par m
To= §H"5<:HZ+TC
On calcule successivement 1

TC: Ew-Jc-wZEJcéz

et
sc = xEx+de  donc & = XEy -+ dBey

ce qui donne finalement

_m
T2

= %1(5@ +d26? + 2dX0Ey - eg) + %JCGZ

) . ] . 1 .
To = — (XEx+ dBey) - (XEx + dBeg) + 5Jcez

= %1(5@ +d26? + 2dxB cosh) + %JCGZ

On a aussi
Ving = —Mgdcosd

L'intégrale premiére s’écrit donc
m ., oo ¥ 1.5
5(x +d@ +2dx9c039)+5\]c9 —mgdcosd = E

ou encore, en éliminantgrace a la condition de roulement sans glissement (6),

g (az +d? — 2adcosd + %) 62 — mgdcosd = E (7)

v. Afin d’étudier les petites oscillations du cheval autoeitalpositior® = 0, il est nécessaire de dériver
I'équation (7) par rapport au temps. On obtient

<a2 +d? — 2adcosd + %) 6+ adsin®6? + gdsin = 0

Les petites oscillations autour de la position d'équililre- 0 sont donc décrites par I'équation
linéarisée ]
[(a—d)2+ﬁc] 6+gde =0

obtenue en négligeant le terme@net en considérant sth~ 6 et co ~ 1 au voisinage dé = 0.
Cette équation s’écrit sous la forme canonique

gd

S S Y
(a—d)2+‘]—C
m

0+

et indique que les petites oscillations du cheval se font ane période

Y
_on m(a—d)“+Jc
mgd
vi. Le théoréme de la quantité de mouvement s’écrit
No = méc = M(XEx + dfeg — d6%e ) = mg+ R+ F (8)
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vii. Le théoréme du moment cinétique pour le solide par rappaoin systéme d'axes d’orientation fixe
centré en son centre d'inertie s’écrit

Hc=Mc=ME+MR
ou

Mg

F [d(1—cosB) — {|E,
et
M& = (—de — aEy) A (TEx+NEy) = —de; A TEx— der ANEy+aTE,
= (—dTcosB—dNsin8+aT)E,
Puisque le vecteur de Poisson du solideb&st on a par ailleurs
Hc = Jc- o = JcOE,
En projetant le théoréme sur I'akg, on obtient donc
Jcb = (a—dcosB)T — dNsind + F [d(1 — cos8) — /] 9)

viii. Le roulement sans glissement est possiblF $i< p|N|.
Pour déterminer si cette condition est rencontrée a lisiaitial, considérons les formes
particuliéres prises par les équations du mouvement (8) eét¢et instant 08 = 0,0 = 0 eteg = E.
On obtient

M(XEx + dBEy) = —mgE, + TEx + NEy + FEx
JcB=(a—d)T—F/
De la premiere équation, on tire, en exploitant la condititnroulement sans glissement pour

éliminerx,

md—a)f=T+F
N =mg
On peut ensuite élimind¥ entre les équations en additionnant membre & membre

—ma—-d)e=T+F xJc
JcO=(a—d)T—F/ xm(a—d)

0= [Jc+m(a—d)?|T + [Jc—mé(a—d)|F

On obtient
B Joc— mé(a— d)
~ Jo+m(a—d)2
Pour que la conditiofiT | < p|/N| soit vérifiée initialement quels que soignetF, il faut queT =0,
c’est-a-dire 3
Je—ml(a—d)=0 f—_ C
¢ ( ) ~ m(a—d)
Il convient donc de frapper le cheval a bascule a la hauteur
Jc
h=a-d+/=a—-d+——
* * m(a—d)

Ceci correspond au centre de percussion du systéeme. Conarseétion 5.2 du livre de référence,

la hauteur de celui-ci est donnée par
Jn
h=R+—
* mR
oUR=a—d estladistance, mesurée verticalement, entre le pointmtactet le centre d'inertie du

cheval a bascule a l'instant du choclgt= J: est le moment central d’inertie.



