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Description

Corps axisymétrique avec un point fixe O en mouvement dans le champ de la pesanteur.

ez

R

mg

O

C

‖OC‖= h

e3

■ ddl : 6 - 3 = 3

■ cg : ω

■ Forces : mg, R

■ Th. généraux :

ḢO = he3 ∧mg

TO +Vmg = E
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Moment cinétique

ḢO = he3 ∧mg

· ez ⇒ HO · ez = Hz = constante

· e3 ⇒ HO · e3 = H3 = constante

Corps axisymétrique : JO = AI+(Γ−A)e3e3

HO = JO ·ω= Aω+(Γ−A)ω3e3

ḢO = Aω̇+(Γ−A)ω̇3e3 +(Γ−A)ω3ė3

e3 · ḢO = Ae3 · ω̇+(Γ−A)ω̇3+(Γ−A)ω3✘✘
✘e3 · ė3 = Γω̇3

⇒ Γω3 = HO · e3 = Γn
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Intégrales premières























TO +Vmg = E

HO · ez = Hz

ω3 = n

3 intégrales premières pour trois inconnues
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Angles d’Euler

ex

ey

ez
e3

θ

ϕ

ψ

■ θ : angle de nutation

■ ϕ : angle de précession

■ ψ : angle de

rotation propre

ω= ϕ̇ez + ψ̇e3 + θ̇
ez ∧ e3

‖ez ∧ e3‖
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Intégrales premières

■ ω3 = n : ω= ϕ̇ez + ψ̇e3 + θ̇
ez ∧ e3

‖ez ∧ e3‖

n = ω · e3 = ϕ̇cosθ+ ψ̇

■ ez ·HO = Hz : HO = Aω+(Γ−A)ω3e3

ez ·HO = Aω · ez +(Γ−A)n e3 · ez

= A(ϕ̇+ ψ̇cosθ)+ (Γ−A)ncosθ

= A
[

ϕ̇+ ψ̇cosθ− (ϕ̇cosθ+ ψ̇)cos θ
]

+Γncosθ

Hz = Aϕ̇sin2 θ+Γncosθ
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Intégrales premières

TO =
1

2
ω ·JO ·ω=

1

2
ω ·HO =

1

2
ω ·

[

Aω+(Γ−A)ne3

]

=
1

2
A‖ω‖2 +

1

2
(Γ−A)n2 =

1

2
A
[

‖ω‖2 −n2
]

+
1

2
Γn2

=
1

2
A
[

(ϕ̇2 + ψ̇2 + θ̇2 +2ϕ̇ψ̇cos θ)− (ϕ̇cosθ+ ψ̇)2
]

+
1

2
Γn2

=
1

2
A(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ)+

1

2
Γn2

Vmg = mghcos θ

1

2
A
(

θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ
)

+mghcos θ = E − 1

2
Γn2
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Intégrales premières



























ψ̇+ ϕ̇cosθ = n

Aϕ̇sin2 θ+Γncosθ = Hz

1

2
A
(

θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ
)

+mghcosθ = E − 1

2
Γn2

{

t, θ, ϕ, ψ, n, Hz, E, A, Γ, m, g, h
}

: 12 paramètres/variables !

Passage en variables adimensionnelles
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Variables adimensionnelles

1

2
A
(

θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ
)

+mghcosθ = E − 1

2
Γn2

A

2mgh

(

θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ
)

+ cosθ =
E − 1/2 Γn2

mgh
= α

τ =

√

2mgh

A
t ⇒ d

dt
=

dτ

dt

d

dτ
=

√

2mgh

A

◦
( )

⇒
( ◦

θ2 +
◦
ϕ2 sin2 θ

)

+ cosθ = α
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Variables adimensionnelles

■ n = ψ̇+ ϕ̇cosθ =

√

2mgh

A

(

◦
ψ+

◦
ϕcosθ

)

⇒ ◦
ψ+

◦
ϕcosθ = n⋆ =

n
√

A√
2mgh

■
Hz

Γn
=

Aϕ̇sin2 θ+Γncosθ

Γn
=

A

Γn

√

2mgh

A

◦
ϕsin2 θ+ cosθ

β =
Hz

Γn
, b =

Γ

A

⇒ bn⋆(β− cosθ) =
◦
ϕsin2 θ
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Équations adimensionnelles























◦
ψ+

◦
ϕcosθ = n⋆

bn⋆(β− cosθ) =
◦
ϕsin2 θ

◦
θ2 +

◦
ϕ2 sin2 θ+ cosθ = α

{

τ, θ, ϕ, ψ, n⋆, β,α, b
}

8 paramètres/variables

u = cosθ ⇒ ◦
u =−sinθ

◦
θ,

◦
θ2 =

◦
u2

sin2 θ
=

◦
u2

1−u2



























◦
ψ+

◦
ϕu = n⋆

bn⋆(β−u) =
◦
ϕ(1−u2)

◦
u2

1−u2
+

◦
ϕ2(1−u2)+u = α
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Équations adimensionnelles































◦
ψ+

◦
ϕu = n⋆ ⇒ ◦

ψ = n⋆−
◦
ϕu

bn⋆(β−u) =
◦
ϕ(1−u2) ⇒ ◦

ϕ =
bn⋆(β−u)

1−u2

◦
u2

1−u2
+

◦
ϕ2(1−u2)+u = α

◦
u2 +

◦
ϕ2(1−u2)2 =

◦
u2 +b2n2

⋆(β−u)2 = (α−u)(1−u2)

◦
u2 + f (u) = 0

f (u) =−(α−u)(1−u2)+b2n2
⋆(β−u)2

α =
2E −Γn2

2mgh
, β =

Hz

Γn
, b =

Γ

A
, n⋆ =

n
√

A√
2mgh
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Cas général

◦
u2 + f (u) = 0, f (u) =−(α−u)(1−u2)+b2n2

⋆(β−u)2

u

f (u)

bb

1−1

u1 u2 u3

u ∈ [u1,u2]

Mouvement de nutation

Signe de
◦
ϕ =

bn⋆(β−u)

1−u2
selon la position de β
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Précession monotone

u

f (u)

bb

1−1

u1 u2 u3

β
b

C1

C2

◦
ϕ =

bn⋆(β−u)

1−u2
> 0 garde un signe constant.
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Précession de signe variable

u

f (u)

bb

1−1

u1 u2 u3

β
b

C1

C2

◦
ϕ =

bn⋆(β−u)

1−u2
change périodiquement de signe.
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Mouvement avec rebroussement

u

f (u)

bb

1−1

u1

u2 = β

u3
C1

C2

dθ

dϕ
=

◦
θ
◦
ϕ
=∓

√

− f (u)
√

1−u2

bn⋆(β−u)
→ ∞ si u → u2 = β
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Mouvement avec rebroussement

■ OK Si
◦
ϕ0 =

◦
θ0 = 0 avec u0 ∈]−1,1[.

◦
ϕ0 = 0 =

bn⋆(β−u0)

1−u2
0

⇒ β = u0

◦
u2

0 = 0 =− f (u0) ⇒ f (β) = 0

■ Si β ∈]−1,1[,

f (u) =−(α−u)(1−u)+b2n2
⋆(β−u)2, f (β) = 0 ⇒ α = β

=−(β−u)(1−u)+b2n2
⋆(β−u)2

f ′(β) = 1−β2 > 0 Pas de rebroussement en u1
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Précession uniforme

u

f (u)

bb

1−1 u1 = u2

u3

C1 =C2

u = constante ⇒











◦
ϕ =

bn⋆(β−u)

1−u2
= constante

◦
ψ = n⋆−

◦
ϕu = constante
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Mouvement asymptotique

u

f (u)

bb

−1

u1 u2 = u3 = 1
C1

Si l’axe n’est pas initialement vertical, il met un temps infini pour atteindre la verticale supérieure.
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Toupie forte

u

f (u)

bb

1−1

La toupie est en équilibre stable en position verticale !
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Toupie forte ?

f (u) =−(α−u)(1−u2)+b2n2
⋆(β−u)2

u

f (u)

bb

1−1

f (1) = 0

⇒ β = 1

f ′(1) = 0

⇒ α = 1

f (u) = (1−u)2
[

b2n2
⋆−1−u

]

u3 = b2n2
⋆−1

{

< 1 Mouvement asymptotique

≥ 1 Toupie forte : b2n2
⋆ ≥ 2
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