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Dynamique du solide 2

Théorèmes généraux

Solide indéformable = 6 ddl max ou 6 inconnues

Th. I mc̈ = G 3 équations

Th. II ḢO = MO 3 équations

Th. IIC ḢC = MC 3 équations

Th. III ṪO = PO 1 équation

Th. IIIC ṪC = PC 1 équation

⇒ 11 équations

⇒ Diversité d’approches possibles pour la résolution des problèmes

Classiquement :

Th. I (Mouvement de C) + Th. IIC (Mouvement autour de C)

6 équations pour 6 inconnues
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Dépendances entre les théorèmes

11 équations pour 6 inconnues ⇒ 5 relations entre les théorèmes.

■ Th IIC = ( Th. II ) - c∧ ( Th. I ) 3 relations scalaires

■ Th IIIC = ( Th. III ) - ċ· ( Th. I ) 1 relation scalaire

Relation manquante ?

Pour un solide, le théorème IIIC est une conséquence du théorème IIC
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Th II et III en C

PC =

∫
(ω∧σ) · f̂ dm =

∫
σ∧ f̂ dm ·ω= MC ·ω

PC = ω ·MC = ω ·
dHC

dt
=ω ·
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δ
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Mouvement plan 6

Définition

Un solide est en mouvement plan lorsque 3 des ses points non alignés se déplacent à chaque instant dans un

même plan.

⇒ ∀P ṡ ·k = 0

s = c+σ, ṡ = ċ+ω∧σ

■ 2 ddl de translation : ċ ·k= 0

■ 1 ddl de rotation : ω= ωk

puisque

(ω∧σ) ·k = 0 = (k∧ω) ·σ

O

s

σ

b

k

b

ω

C

c
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Conditions nécessaires pour un mouvement plan

Th. I







ċ ·k = 0

mc̈ = G
⇒ G ·k = 0

Th. IIC



















ω= ωk

HC = Jkωk (Hypothèse)

ḢC = MC

⇒ MC ‖ k

Pour qu’un solide soit en mouvement plan, il faut que la résultante des forces soit dans le plan du mouvement

et que le moment résultant par rapport au centre d’inertie soit perpendiculaire à celui-ci
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Hypothèse du mouvement plan

Parmi toutes les solutions des équations du mouvement, on considère seulement celles qui correspondent à

un mouvement plan.

■ On considère au maximum 3 degrés de liberté

(2 ddl de translation et un ddl de rotation).

■ On ignore les forces (y compris les forces de liaison) qui s’exercent en-dehors du plan du mouvement.
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Pendule plan

O

C

R

θ

mg

k

‖OC‖= a

O fixe

■ ddl : 3 - 2 (O fixe) = 1

■ coord. gén. : θ

■ Forces : mg,R

■ Théorèmes généraux :

mc̈ = mg+R

ḢC = JCθ̈k = CO∧R

3 équations pour 3 inconnues
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Pendule plan

O

C

R

θ

mg

er

eθ

k = ez

■ mc̈ = mg+R

■ ḢO = aer ∧mg ⋆⋆⋆

■ ḢC =−aer ∧R

■ ṪO = mg · ċ ⋆⋆⋆⋆

■ ṪC = R · (0− ċ)
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Pendule plan

O

C

R

θ

mg

er

eθ

k = ez

c = aer, ω= θ̇ez

ċ = aθ̇eθ

ṪO = m g · ċ ⇒ TO−mg ·c = E

TO =
1

2
m‖ċ‖2 +TC

=
1

2
ma2

θ̇
2
+

1

2
JCθ̇

2

1

2
(ma2 + JC)θ̇

2 −mgacosθ = E
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Approche alternative I

O

C

R

θ

mg

er

eθ

k = ez

c = aer, ω= θ̇ez

ċ = aθ̇eθ

ḢO = aer ∧mg =−mgasin θez

HO = mc∧ ċ+HC

= maer ∧aθ̇eθ + JCθ̇ez

= (ma2 + JC)θ̇ez

(ma2 + JC)θ̈+mgasinθ = 0

1

2
(ma2 + JC)θ̇

2 −mgacosθ = E
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Approche alternative II

HO = mc∧ ċ+HC

= maer ∧aθ̇eθ +JC ·ω

= (ma2 + JC)θ̇ez

= JO ·ω= JOθ̇ez

TO =
1

2
m‖ċ‖2 +TC

=
1

2
ma2

θ̇
2
+

1

2
ω ·JC ·ω

=
1

2
(ma2 + JC)θ̇

2

=
1

2
ω ·JO ·ω=

1

2
JOθ̇

2

JO = m
[

‖c‖2I− cc
]

+JC

JO = ez ·JO · ez = m
[

‖c‖2(ez · ez)− (c · ez)
2
]

+ ez ·JC · ez = ma2 + JC
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Approche alternative III

O

C

R

θ

mg

er

eθ

k = ez

c = aer, ω= θ̇ez

ċ = aθ̇eθ, c̈ =−aθ̇2er +aθ̈eθ







mc̈ = mg+R

ḢC =−aer ∧R

ḢC = JCθ̈ez =−aer ∧R

=−aer ∧ (mc̈−mg)

= (−ma2
θ̈−mgasinθ)ez

(ma2 + JC)θ̈+mgasinθ = 0
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Pendule simple équivalent

Pour un pendule simple de longueur ℓ :

θ̈+ω
2 sinθ = 0, où ω =

√

g

ℓ

(ma2 + JC)θ̈+mgasinθ = 0

⇒ Oscillations à la pulsation ω =

√

mga

ma2 + JC

ℓeq =
ma2 + JC

ma
= a+

JC

ma
> a
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Centre d’oscillation

b

P

O

C

ℓeq

R

mg

k = ez ℓeq =
ma2 + JC

ma
= a+

JC

ma

⇒ Centre d’oscillations P

Si on suspend le pendule en P

a −→ a′ = ℓeq −a =
JC

ma

ℓ′eq = a′+
JC

ma′
=

JC

ma
+a = ℓeq

Même pulsation !
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Centre de percussion

b

P

O

C

R

mg

k = ez

F

Si on percute le pendule “en P”, la

réaction en O est indépendante de la

force F appliquée !

Ex. : raquette de tennis,

club de golf,. . .
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Centre de percussion et roulement sans glissement

b

b
P

C

K

θ
ex

ey er

eθ

b

ez

x

mg
R

F

h
G ■ Boule de rayon a

■ ddl : 3-1 (yC = a) = 2

■ c.g. : x, θ

■ Forces : mg, R = Ney +Tex

F(t) Force d’impact

mc̈ = mg+R+F ⇒







0 = N −mg

mẍ = F +T

ḢC = MC ⇒ JCθ̈ = aT −Fh

ṡK = 0 ⇒ ẋ+aθ̇ = 0 r.s.gl.
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Centre de percussion et roulement sans glissement

mẍ =−maθ̈ = F +T × JC

JCθ̈ = aT −Fh ×ma

0 = (JC +ma2)T +(JC −mah)F

⇒ T =−
JC −mah

JC +ma2
F

C.r.s.gl. |T | ≤ µs|N|= µsmg OK ∀F si

h =
JC

ma
: centre de percussion
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Centre de percussion

Pour une sphère : JC =
2

5
ma2 ⇒ h =

JC

ma
=

2

5
a

bC

F

h
G
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