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EXAMEN

e Durée de Iepreuve : 4 heures.
e Cet examen est livre ouvert. Les calculatrices sont autgeiss.
e Répondez aux défentes questions sur des feuill&pagées.

¢ Indiquez lisiblement votre NOM en majuscules suivi de @tBnom en minuscules dans
le coin sug@rieur gauche de chaque faeénunérotez-la.

e Sivous ne&pondez paa une question, rendez une feuille blanche pour cette qureatiec
votre NOM et votre Fenom.

e Vos copies doivent ingpativementétre transmises au format pdf, en quatre fichiers
distincts correspondant aux quatre questions de cet exatraant les noms sont construits
sur le moéle NOMPrenomQ1.pdf, NOMPrenomQ2.pdf, NOMPrenomQ3.pdf et
NOM_PrenomQ4.pdf.

iv.

00 00

Sila sériez ax converge, en est-il de méme de la séEe(akbk) ou
K=1 k=1

b — +1 sik est pair
““ -1 sik est impair

Justifiez.

k+1

5. converge-t-elle uniformément si@; 1] ? Justifiez.

La suite des fonctiondy(x) = T

(o)

Z()eakxk en remplacant
k=
chaque terme par sa primitive qui s’annulexea 0 possede le méme intervalle de convergence que

la série de départ.

Dans le cas ouk limay| /¥ = a € Ry, montrez que la série obtenue a partir
—»00

Si f € Ly(] —1,1]) etg € Co(R), peut-on affirmer quég € L1 (] — 1, 1[) ? Justifiez.

v. Sif,ge (] —4,—2[), peut-on affirmer quég € L1 (] — 4, —2[) ? Justifiez.

On considere la série

= (3
2D

Etudiez complétement la convergence de la série de torsti

(x-1)¥

. Sur quel domain& cette série définit-elle une fonctidr? Justifiez.
ii. Déterminez une expression approchéefd®/5) (pas nécessairement la valeur numérique) avec une

erreur maximale de 1G.

Calculez
d

=D

Sur cette base, déterminez une expression analytique fimdéon f valable sur l'intervalle de
convergence de la série de puissances. Justifiez.



Etudiez I'existence de chacune des intégrales suivamedisutant s'il y a lieu en fonction du
parameétrex € R. Les valeurs des iBgrales ne sont pas demdras.

+oo 2
. / ('”—X> dx
2 X
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i [ dx
0o xInx

+ arctgx
ili. dx
/o 14 x@
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iv. ———dxd
//]071[><]071[ X2+ y? y

On considere la surfaceobtenue par la rotation autour de I'axe OZ du graphique derlatfon

(a2_x2)3/2

7pa x € [0,a]

z= ,
limitée au premier octar{ix,y,z > 0).

On considere également le champ vectoriel
Xe +yey

S W . A

ou e ete, sont les vecteurs unitaires portés par les axes OX et OYchmestantes, 3 et p sont réelles et

strictement positives.

Déterminez la mesure du volume situé dans le premiembclimité supérieurement par la surface

et inférieurement par le plan= 0.

. Calculezf F-dsou C = G1U G UG désigne la frontiere d& (voir dessin) en détaillant les

L JC . P
contributions des trois courbes régulieres compogant

iii. Justifiez le résultat de ii. par les théoremes dedlsgse vectorielle.



SOLUTION TYPE

i. De la convergence dg ak, on ne peut déduire celle og(akbk). Pour le montrer, notons tout

d’abord queby = (—1)* et considérons la série numérique de terme général
(-1~
k

Cette série est convergente en tant que série altern@telelmodule du terme général décroit
monotonement vers zéro. Par contre, il n’en va pas de menegkrie considérée
2
: e VLPRORA (G bl 1
Z<akbk>:2 » (-1 :Z%: E
K=1 K=1 K=1 K=1
qui est, quant a elle, divergente (série harmonique).

ii. Puisque

k—sco 1 six=1

la suite des fonction$ converge suf0, 1] vers

lim < — {O sixe [0,1]

xk+1 0 sixel0,1]
f(x)=Ilim f =lm — = ’
) o, (X) o, 1+ x Y2 six=1

La limite étant discontinue, la convergence ne peut atitorme sur(0, 1] puisque, les fonctions
fx étant continues sy, 1], la limite devrait &tre continue si la convergence étaifarme.

iii. D’'une part, en appliquant le critere de la racine a &aie des modulei lax¥|, on établit que

l'intervalle de convergence de cette série est décrit par

lim |aex¥| Y% = || lim |a|Y* = alx| < 1
k—s00 k—>00
soit I=]-1/a1/a].

D’autre part, la série obtenue en remplacant chaque tpanea primitive qui s'annule exn=0

est donnée par
k1

k+1

Il s’agit encore d'une série de puissances dont l'intéevale convergencd’ est décrit, par
application du méme critére de la racine, par
k+1

1/k 1/k
=|x| lim |ak|ﬁ =alx| lim X =ax <1
k+1 k—00 k+1 k—eo \ K+ 1

puisqu’il vient successivement

. X\ 1 |x
lim <—k+l = Ilmexp kln—k+l (par définition

o kil
k;akk-i-l puisque/ axdx = ay

+C

1/k

lim
k—00

ay

k—00
= exp(lim M) (par continuitd
k—o0 k
-1 , .
= exp(dmm> (par le thm de I'Hospital
=1



Ainsi, I'=]-1/a,1/al.
L'intervalle de convergence de la série des primitivesdestc identique a celui de la série de
départ.

iv. Commeg € Cy(R), la fonctiong est continue sur le compagt1,1] et est des lors bornée sur
[—1,1],i.e.
IMeR" : jgx¥)|<M  V¥xe (23

De 13, on a directement
F)9)[ <M[f(x)|  vxe]-11].

Enfin, puisquef est intégrable sur— 1, 1], il en va de méme def| et le critére de Lebesgue assure
alors l'intégrabilité defg sur] —1,1].

v. De f,ge Li(] —4,—-2[), on ne peut déduire quigg € L1(] — 4, —2[). Pour le montrer, il suffit de
considérer

f(x) = ! et =f
X+ 4 9=
Les fonctionsf etg sont continues sur— 4, —2] et intégrables sur— 4, —2], alors que
1
f =—
(X900 = =7

n'est pas intégrable au voisinage @e4)".

i. L'application du critere du quotient a la série des mled correspondant a la série proposée

® (_g)k
2 ((k+)1) (c=2)°

=1

=,

conduit a considérer

u o3k x—1t  k+1
jim 1Yertl | FIX=TT gkl
k—oo  [Ug] koo 3K k42 |X—:|.|k koo K42

IX—1] =3|x—1|

On en déduit que
(a) la série converge absolument 5i-31| < 1, soit sur l'intervalle de convergende= |2/3,4/3]
(b) la série diverge (avec et sans module)|8i-31| > 1, soit Surx € |—oo,2/3[U]4/3, 4-oo].

Le critere du quotient ne permet pas de conclure |si-31| = 1. Il convient donc d’étudier
séparément la convergence des deux séries numériquesmondant 8= 2/3 etx = 4/3.

Enx=2/3, la série prend la forme

° (-3 <_1>k_ e 1
k;( +1)\ 3 _k;k+1
La série, a termes positifs, est divergente puisque

1 1
k+1 k’

i.e.son terme général est asymptotique au terme généralsigie harmonique, qui diverge.

(k= w)



Enx=4/3, la série s'écrit

ey (3) -2
& (k+1) \ 3 & k+1
Cette série est une série alternée qui ne converge pakiatent puisque le module de son terme
général est asymptotique au terme général de la sémednique, qui diverge (voir le cas=2/3).

Par contre, étant donné que le module du terme générattesérie alternée tend monotonément
vers 0, la série est semi-convergente.

En conclusion, la série de puissances converge|2ei#/3]. La convergence est absolue sur
I =]2/3,4/4.

En tant que série de puissances, la série converge u@foemt sur tout intervalle fermé borné
inclus dansI. De plus, la série de puissances convergeant en |'exgé&mide son intervalle de
convergence, la convergence uniforme peut étre éteadwoat intervalle fermé born@, ] C

1%/3,4/4].
ii. Lasérie de puissances définit une fonction en chacsrpdats ou elle converge, c’est-a-dire sur
lintervalle |2/3,4/3] = E.

ii. Enx=6/5¢€ I, on calcule

O e

k=1

Il s’agit d’une série alternée convergente dont le moduléerme général tend monotonément vers
0. L'erreur commise en approchant cette série par une deoseses partielles est donc majorée
en valeur absolue par la valeur absolue du premier termeaégoit

_nfl (—l)k 3 k 1 3\ "
f(6/5) = Z KT D) (E) +e& avec g < D <§>

k=1

Recherchons la plus petite valeurmpour laguelle

(nil) <g>n§103<:)(n+1) (g)nzm

On calcule successivement

9
n=9, 10 (g) ~99229< 10°

5\ 10
n=10, 11 <§> ~1819199> 10°
On peut donc approchdi(6/5) avec une erreur inferieure a 19par
i (3)
kZl (k+1) \ 5

A titre indicatif, on peut noter que ceci conduit a une val@pproximative de-0.217.




iv. La série de puissances a dériver possédant le mateevalle de convergence que la série
etudiée ci-dessus et toute série de puissances &enalole terme a terme sur son intervalle de
convergence, on calcule

d d © (—3)
6([(x—l)f(x)} =% [(x—l)kzl(kH) (x—l)k]
_d |2 (=3F
d_X[Zlml)(X ”MI

- 3 (-3 (x— 1)
k=1

Le membre de droite fait apparaitre une série géomégrie raison 3- 3x dont la somme peut
étre exprimée sous la forme

d Ty L § (330K
dx[(x 1)f(x)} kzo(s 3K -1
1
T 1-(3-3%
1
"2 !

pourvu que la série géométrique converge, ce qui esslsitd— 3x| < 1,i.e.six e I.
En primitivant les deux membres de I'égalité, on obtient

(x—1)f(x):/<3xl_2—1> dx:%ln(3x—2)—x+c

La constante d'intégration peut &tre fixée en consiutécatte égalité pouxr = 1. Il vient

1 .
O:§In1—1+C soit C=1

Dés lors,
~ In(3x—2)

f(X) = —=———=
) 3(x—1)
Formellement, ce résultat est valable $ur ]2/3,4/3] sauf enx = 1, en raison de la division par
(x—1). Cependant, en considérant la forme de la série initaldrouve aiséement quil) =0
et

-1 ©)

f(l):O:Iim[

x—1

In(3x—2)
3(x—1)

En invoquant la continuité de la série en son extrémitelee converge et du membre de droite en

x=4/3, on peut également justifier qué)reste valable SUE = ]2/3,4/3].

i. La fonction f(x) = x 2 In?x est continue suf2,+o| de sorte que I'existence de l'integrale
proposée dépend du comportementfdai voisinage deg-co.

Puisque
Inx=0(x%), (x> +o)

In?x 1
> ~%lez) 7

Dés lors, la fonction est également intégrable au vaggnde+co de sorte qud € 1L1(]2, +oo]).

ona



ii. La fonction f(x) = (xIn3x)~1 est continue suf0,1/2] de sorte que I'existence de l'integrale

proposée dépend de l'intégrabilité fe@u voisinage de 0.
Or, f est réelle et de signe constant au voisinage'detQelle que

dx 1
O _Z(nx)24C
/xln3x 2( )

Puisque la primitivé= (x) = (—1/2)(Inx)~2 admet une limite finie en 0, la fonctiohest intégrable
au voisinage de 0, de sorte qfies L1(]0,1/2]).

La fonction
arctgx

=17
est continue suj0, +oo[ quelle que soit la valeur de € R. Elle est donc intégrable si0, 3] quel
gue soit3 > 0.
Pour examiner l'intégrabilité au voisinage ¢, on note que arctg~ 11/2 pourx — +oo de sorte
que

arctgx T
X =1Tra ~ 2@
On en déduit qué € L1(]0,+oo[) sia > 1 et n'est pas intégrable gi< 1.

(X — +00)

Par le critere de Tonelli, I'intégrale double

y
———dxd
//]0,1[x]0,1[ X2+ y? y

existe si on peut trouver un ordre d'intégration partieliela fonction en module qui a un sens.
Puisque l'intégrand est positif sur le domaine d’intéigra il suffit de montrer I'existence des
intégrales successives apparaissant dans

Tax [ Y g
X P —
/0 /0 X2 +y? Y

e Pour presque tout<]0, 1], la fonction

y

aly) = m

est continue sui0, 1] et donc intégrale syo, 1[. On calcule aisement
G(x):/l Y _dy— +y2 In(1+x%) —Inx?
=In \/1+x2—lnx

e La fonctionG € 1L1(]0,1[) car les deux termes du membre de droite qui la composent sont
intégrables sur cet intervalle. En effet,

(@) la fonction Iny1+ x2 est continue sur le fermé born@, 1] et est donc intégrable sur
]0,1[;

(b) la fonction Inx € Cp(]0,1]) est telle que

Inx:o(\%(), (x—0%)

et est donc intégrable si@,1].



Par le critere de Tonelli, on peut ainsi affirmer I'existerte I'intégrale double proposée.

De fagcon alternative, on peut demontrer I'existence deé&grale en considérant I'autre ordre
d’integration partielle dé ou encore en demontrant qfie= IL; (E') ou

B ={(xy) €R?:x>0,y >0, +y? <2} DE=]0,1[x]0,1]

La fonction f est positive SUE’ et, par passage en coordonnées polaires, on a

/2 V2 rsin® /2 V2
// f(x,y)dxdy:/ de/ AL (/ sin6d6> / dr
E/ 0 0 r 0 0

ou les deux integrales du membre de droite existent paigegiintegrands sont continus sur les
compacts correspondants. PuisduelL;(E'), il vient aussif € L;(E) puisqueE C E'.

i. Compte tenu de sa géométrie, le volume est aisémemit &® coordonnées cylindriques. On a,
en tenant compte du Jacobien de la transformation,

/2 a Z(r) 2 _ r2)3/2
V:/ de/ rdr/ dz oUz(r):u
2pa
a2 — 3/2
2/ a

_(a2 )5/2
[—5 |

TIa4
:z—op

0

De facon alternative, le volume peut &tre considéréroenuin empilement de quarts de disques

>(z) dont le rayon
R(z) = /a2 — (2pa2g?/3

varie avec la coordonnée verticale [0,a?/(2p)]. Selon cette approche, on a donc

a?/(2p) a?/(2p)
Y, :/ dz// dxdy:/ <%T[R2(Z)> dz
0

a?/( 2p
2/3
4/ —(2paz } dz
| 5 2/3,5/3 @)
=12 [a z— E(Zpa) }O
T[a4
= 2—Op

puisque I'aire d’'un quart de disque de ray®fz) est donnée par
1
dxdy= >TiR?(z
/Z(z) y 4 @

ii. L'arc (i est décrit par
(aZ _ X2)3/2

7pa e, x € [0,a]

S(X) = xex+

8



On a donc,

3xvaZ —x2 X6y

S(X) =e— 2ap e et  F[sx)]=8

Deés lors,

ClF-ds:/an[s(x)] < (x)dx

:B/ 3a2):-x20IX
[3[ In(3a? +x)] :%BIn(4a2)—%Bln(3a2):%Blng

0

En adoptant des coordonnées cylindriques, l@rest décrit par
S(0) = acosd e+ asinb e, = ag (0), 8 < [0,11/2]

Deés lors, il vient

S(6) = —asinB e, +acosh e, = aeg
et, par ailleurs,
_ ,acosVe+asinbg P
F[S(e)] - B 3a2_|_a2 - %_el’

On observe donc que

F.ds— /T[/ZF[S(G)] .4(8)d8 =0
(&) 0

L'intégrale curviligne sur(s se calcule de fagon semblable a celle Sumais en étant attentif a
I'orientation de la courbe. Lintégrale curviligne sgs est 'opposé de celle sur

: _ (8 —y?)3?
G sy =yt e yeod
pour laguelle
B 3yy/a2 —y2 . B yey
d(y)—ey—izap e ainsique Fsly) =Pz 7
Dés lors, on obtient
F-ds=— F-ds
G
a
- / Fls(
4
B/ 3az+y2 Bln—

En regroupant les résultat précédents, on trouve

7{F-ds:/F-dsjL F-ds+ | F-ds
C G G G

1 4 1.4
== oy - = ___O
BIn= +0— =BIn

iii. Par application de la formule de Stokes, l'intégrailgndligne peut &tre exprimée sous la forme

iF-ds:/z(D/\F)-ndo—



Or, en tout point d&®3, on a

& Y e
0 0 0

e 0 0| ra/ o [ Bx
Bx By

—2Pxy =Py
(322+X2+y2)2 (32 +x2+y2)2

Y{CF-ds://Z(D/\F)-ndo—:O

De facon alternative, on peut remarquer uest irrotationnel sur un ouvert simplement connexe
contenantz de sorte qu'il dérive d’'un potentiel scalaike Par le théoreme fondamental des
intégrales curvilignes, on en déduit que la circulatianune courbe fermée est égale a 0 puisque
cette intégrale est la difference entre les valeurs prisV aux extrémités de” et que ces
extrémités sont confondues.

Dés lors, il vient

10



