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Durée de l’́epreuve : 3 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.
Répondez aux différentes questions sur des feuilles sépaŕees.
Indiquez dans le coin supérieur gauche de chacune de vos feuilles votrenuméro d’ordre, votre
nom de famille en MAJUSCULES et votre prénom en minuscules.
Rendez le carton avec votre numéro d’ordre en m̂eme temps que vos copies.

Question I

i. Simplifiez au maximum l’expression
[

(a∧b)∧a+(b∧a)∧b
]

· (a+b)

si a et b sont des vecteurs unitaires mutuellement orthogonaux de l’espace physiqueE .

ii. L’ensemble des matrices hermitiennes d’ordren constitue-t-il un sous-espace vectoriel de
l’espace vectoriel complexe construit surC

n
n ? Justifiez.

iii. Soit M une matrice symétrique définie positive d’ordren. On dit queu∈R
n est conjugué àv∈R

n

par rapport àM si uT
Mv= 0.

(a) Montrez que siu est conjugué àv par rapport àM, alorsv est conjugué àu par rapport àM.

(b) Justifiez l’existence et l’unicité de la solution du problème linéaireMx = b quel que soit
b ∈R

n.

(c) Montrez que sia1, a2,. . .,an sont des éléments non nuls deRn conjugués deux à deux, alors
a1, a2,. . .,an forment une base deRn.

(d) Si lesa1, a2,. . ., an sont non nuls et conjugués deux à deux par rapport àM et si b ∈ R
n,

déterminez l’expression de la solutionx du systèmeMx= b comme combinaison linéaire des
a1, a2,. . .,an.

Question II

On considère la matrice

A=





4 −1 2
−2 4 −2
−2 1 0





i. Déterminez les valeurs propres et les vecteurs propres deA.

ii. La matriceA est-elle diagonalisable par une transformation de similitude? Justifiez.

iii. La matriceA admet-elle une décompositionLU unique? Justifiez.

Question III

Résolvez le système ci-dessous dansR en discutant s’il y a lieu en fonction du paramètreλ ∈R.






λx+2λy +4 z = 1

x +λy+2(λ−1)z= 2



SOLUTION TYPE

Question I

i. En exploitant la formule du double produit vectoriel, on a
[

(a∧b)∧a+(b∧a)∧b
]

· (a+b)

=
[

b(a ·a)−a(b ·a)+a(b ·b)−b(a ·b)
]

· (a+b)

= (b+a) · (a+b) = b ·a+a ·a+b ·b+a ·b

= 2

puisque,a et b étant unitaires,

a ·a = ‖a‖2 = 1 et b ·b = ‖b‖2 = 1

et,a et b étant orthogonaux,
a ·b = b ·a = 0

ii. L’ensemble des matrices hermitiennes d’ordren constitue un sous-espace vectoriel deC
n
n s’il est

non vide et s’il contient les combinaisons linéaires de seséléments.

Considérons les matrices hermitiennesA et B ∈ C
n
n et vérifions si la matriceαA+ βB est

hermitienne pour toutα, β ∈ C, c’est-à-dire si

(αA+βB)∗ = (αA+βB) (♦)

PuisqueA etB sont hertitiennes, on aA∗ = A etB∗ = B, de sorte que

(αA+βB)∗ = αA∗+βB∗ = αA+βB

En injectant cette expression dans (♦), on aboutit à la condition

αA+βB= αA+βB

qui ne peut être rencontrée quels que soientα et β ∈ C
n
n. Par exemple, elle n’est pas remplie si

α = i, β = 0 etA est non nulle.

L’ensemble des matrices hermitiennes d’ordren ne constitue donc pas un sous-espace vectoriel
deCn

n.

iii. (a) Si u est conjugué àv par rapport àM, alors

0= u
T
Mv

Donc, en transposant cette relation et puisqueM est symétrique,

0=
(

u
T
Mv
)T

= v
T
M

T(uT)
T
= v

T
Mu

ce qui démontre quev est conjugué àu par rapport àM.

(b) La matriceM étant symétrique définie positive, son déterminant eststrictement positif. Dès
lors,M est inversible et le système linéaire proposé possède la solution uniquex=M

−1
b quel

que soitb ∈R
n.

(c) Les éléments proposés étant en nombre égal à la dimension de l’espace, soitn, ils forment
une base deRn s’ils sont linéairement indépendants, c’est-à-dire si

λ1a1+λ2a2+ · · ·+λnan = 0 ⇒ λ1 = λ2 = · · ·= λn = 0

Multipliant la combinaison linéaire par la matriceM, on obtient

λ1Ma1+λ2Ma2+ · · ·+λnMan = 0
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Ensuite, multipliant parai
T (i ∈ {1,2, ...,n}),

ai
T(λ1Ma1+λ2Ma2+ · · ·+λnMan) = λiai

T
Mai = 0

puisque les éléments sont conjugués deux à deux.

La matriceM étant définie positive et les élémentsai non nuls, on a

ai
T
Mai > 0

de sorte que
λi = 0

Lesn éléments constituent donc une base deR
n.

(d) Le système à résoudreMx= b peut encore s’écrire, en exprimant la solution dans la basedes
ai ,

M(x1a1+x2a2+ · · ·xnan) = b

Multipliant cette relation parai
T, on a

ai
T
M(x1a1+x2a2+ · · ·xnan) = ai

T
b

soit, puisque lesai sont conjugués deux à deux par rapport àM,

xi(ai
T
Mai) = ai

T
b

de sorte que,ai
T
Mai étant non nul, les composantes de la solution du système dans la base

desai sont

xi =
ai

T
b

ai
TMai

, ∀i ∈ {1,2, ...,n}
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Question II

i. Les valeurs propres de la matriceA sont les solutions de l’équation caractéristique

det(A−λI) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4−λ −1 2
−2 4−λ −2
−2 1 −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

Le déterminant se calcule suivant
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4−λ −1 2
−2 4−λ −2
−2 1 −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2−λ 0 2−λ
−2 4−λ −2
−2 1 −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(l1 → l1+ l3)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2−λ 0 0
−2 4−λ 0
−2 1 2−λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(c3 → c3−c1)

= (2−λ)2(4−λ)

La matriceA admet donc la valeur propre double 2 et la valeur propre simple 4.

Les vecteurs propres relatifs à la valeur propre double 2 sont les solutionsw non nulles de

(A−2I)w= 0, soit





2 −1 2
−2 2 −2
−2 1 −2









x
y
z



=





0
0
0





Réduisons la matrice du système à une forme normale échelonnée. En divisant la deuxième ligne
par -2 et en effectuant une permutation circulaire des lignes, on obtient





1 −1 1
−2 1 −2
2 −1 2





puis successivement, en effectuant les opérations suivantes,





1 −1 1
−2 1 −2
2 −1 2



 →
l2 → l2+2l1
l3 → l3−2l1





1 −1 1
0 −1 0
0 1 0





→
l1 → l1− l2
l3 → l3+ l2





1 0 1
0 −1 0
0 0 0





→ l2 →−l2





1 0 1
0 1 0
0 0 0





Les vecteurs propres relatifs àλ = 2 sont donc donnés par

w= γ





−1
0
1



 où γ 6= 0
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Les vecteurs propres relatifs à la valeur propre simple 4 sont les solutionsw non nulles de

(A−4I)w= 0, soit





0 −1 2
−2 0 −2
−2 1 −4









x
y
z



=





0
0
0





Réduisons la matrice du système à une forme normale échelonnée. En divisant la deuxième ligne
par -2 et en effectuant une permutation circulaire des lignes, on obtient





1 0 1
−2 1 −4
0 −1 2





puis successivement, en effectuant les opérations suivantes,




1 0 1
−2 1 −4
0 −1 2



 → l2 → l2+2l1





1 0 1
0 1 −2
0 −1 2





→ l3 → l3+ l2





1 0 1
0 1 −2
0 0 0





Les vecteurs propres relatifs àλ = 4 sont donc donnés par

w = δ





−1
2
1



 où δ 6= 0

ii. Comme la valeur propre double n’admet qu’un seul vecteurpropre linéairement indépendant, la
matriceA n’est pas diagonalisable par une transformation de similitude puisqu’elle ne possède
pas trois vecteurs propres linéairement indépendants.

iii. Calculons les mineurs diagonaux principaux d’ordre 1 `an−1= 2 deA.

A1 = 4

A2 =

∣

∣

∣

∣

4 −1
−2 4

∣

∣

∣

∣

= 14

Ces mineurs étant non nuls, la matriceA admet une décomposition LU unique.

Question III

Le système de 2 équations à 3 inconnues s’écrit sous la forme matricielle

(

λ 2λ 4
1 λ 2(λ−1)

)





x
y
z



=

(

1
2

)

Pour vérifier la compatibilité et résoudre ce système, on réduit à une forme normale échelonnée la
matrice

(

λ 2λ 4 1
1 λ 2(λ−1) 2

)

On commence par échanger les deux lignes :
(

1 λ 2(λ−1) 2
λ 2λ 4 1

)

On poursuit ensuite la réduction par

ℓ2 → ℓ2−λℓ1

(

1 λ 2(λ−1) 2

0 λ(2−λ) 4−2λ2+2λ 1−2λ

)

(♣)

Cette matrice peut encore s’écrire
(

1 λ 2(λ−1) 2

0 λ(2−λ) −2(λ−2)(λ+1) 1−2λ

)
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• Si λ 6∈ {0, 2}, on peut diviser la deuxième ligne parλ(2−λ), ce qui conduit à






1 λ 2(λ−1) 2

0 1
2(λ+1)

λ
1−2λ

λ(2−λ)







Poursuivant la réduction, on obtient

ℓ1 → ℓ1−λℓ2









1 0 −4
3

2−λ

0 1
2(λ+1)

λ
1−2λ

λ(2−λ)









Ainsi, si λ 6= 0 et siλ 6= 2, la solution du système s’écrit





x
y
z



=



















3
2−λ

1−2λ
λ(2−λ)

0



















+µ



















4

−
2(λ+1)

λ

1



















où µ∈ R

• Si λ = 0, la matrice (♣) s’écrit

(

1 0 −2 2
0 0 4 1

)

On commence par échanger les colonnes 2 et 3 et donc aussi lesinconnues correspondantes, ce
qui donne la matrice

(

1 −2 0 2
0 4 0 1

)

On poursuit ensuite la réduction selon

ℓ2 → ℓ2/4

(

1 −2 0 2
0 1 0 1/4

)

et

ℓ1 → ℓ1+2ℓ2

(

1 0 0 5/2
0 1 0 1/4

)

Ainsi, si λ = 0, la solution du système s’écrit





x
z
y



=





5/2
1/4
0



+µ





0
0
1



 où µ∈ R

et donc




x
y
z



=





5/2
0

1/4



+µ





0
1
0



 où µ∈ R

• Si λ = 2, la matrice (♣) s’écrit
(

1 2 2 2
0 0 0 −3

)

Dans ce cas, le système est incompatible.
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