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Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Question I

i. Si A etB sont anti-hermitiennes, peut-on affirmer que la matricei(AB−BA) est également anti-
hermitienne?

ii. Déterminez la condition sur le vecteura ∈ E pour que, quel que soits ∈ E ,

s = (s ·a)a+a∧ (s∧a)

iii. Soit A une application linéaire deE→ F.

(a) Définissez dimE.

(b) Définissez kerA .

(c) Montrez que
dimE−dim

(

kerA
)

= dimF−dim
(

kerA∗)

iv. Soit A une matrice carrée d’ordren possédantn vecteurs propres linéairement indépendantsx1,
x2, . . . , xn relatifs aux valeurs propresλ1, λ2, . . . , λn éventuellement confondues mais différentes
de 1. On construit la matriceB telle que

B=

(

A A

0 In

)

(a) Donnez les dimensions deB.

(b) Déterminez les valeurs et les vecteurs propres deB.

(c) La matriceB est-elle diagonalisable? Justifiez.

Question II

Déterminez toutes les solutions réelles du système lin´eaire











x+y+z= 1

x+(2+a)y+(1+b)z= 2+a

x+(2+a)y+(1+2b)z= 2+a+b

en discutant s’il y a lieu en fonction des paramètresa et b∈ R.



Question III

Le tenseur central d’inertieJC d’un solide caractérise les propriétés d’inertie de celui-ci pour sa
rotation autour d’un axe d’orientation quelconque passantpar son centre d’inertie. Pour décrire cette
rotation, on utilise le vecteur de Poissonω dont l’orientation indique la direction de l’axe de rotation et
dont le module donne la vitesse angulaire correspondante.

On considère un solide dont le tenseur central d’inertie est représenté, dans la base orthonormée
{e1, e2, e3}, par

JC = mR2





1+α −1 1
−1 2 0
1 0 2





oùm> 0, Ret α sont des paramètres réels.

i. Déterminez toutes les valeurs physiquement admissibles pour la constanteα sachant que
l’énergie cinétique de rotationTC autour du centre d’inertie est telle que

TC =
1
2
ω ·JC ·ω> 0, ∀ω 6= 0

ii. Dans le cas oùα = 2, déterminez, en fonction dee1, e2 et e3, une base orthonormée{e′1, e′2, e′3}
dans laquelle le tenseurJC est représenté par une matrice diagonale.

iii. Dans le cas oùα = 2, déterminez l’expression algébrique deTC en fonction des composantesw′
1,

w′
2 etw′

3 deω dans la base{e′1, e′2, e′3}.

iv. Dans le cas oùα = 2, sans effectuer aucun calcul supplémentaire, déterminez une décomposition
SVD deJC.
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SOLUTION TYPE
Question I

i. Non. En effet,A etB étant anti-hermitiennes, on a

A∗ =−A et B∗ =−B

de sorte que, posantX= i(AB−BA),

X∗ = [i(AB−BA)]∗ =−i[(AB)∗− (BA)∗] =−i[B∗A∗−A∗B∗]

=−i(BA−AB) = i(AB−BA) = X

La matrice donnée est donc hermitienne, pas anti-hermitienne.

ii. Développant le double produit vectoriel et tenant compte de la commutativité du produit scalaire,
on peut écrire

(s ·a)a+a∧ (s∧a) = (s ·a)a+ s(a ·a)−a(a · s) = s(a ·a) = ‖a‖2s

Cette expression est égale às si et seulement si le vecteura est unitaire, c’est-à-dire si‖a‖2 = 1.

iii. (a) La dimension de l’espace vectorielE est le nombre de vecteurs que comporte toute base de
E.

C’est aussi le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants que l’on peut trouver
dansE. C’est encore le nombre minimum de vecteurs générateurs deE.

(b) Le noyau de l’application linéaireA définie deE dansF, qui se note kerA , est l’ensemble des
vecteurs deE dont l’image parA est le vecteur nul deF, soit

kerA =
{

x ∈ E : A(x) = 0
}

(c) L’application linéaireA étant définie surE, le théorème du rang permet d’écrire

dimE= ρ(A)+dim
(

kerA
)

soit dimE−dim
(

kerA
)

= ρ(A) (♯)

Puisque l’application linéaireA est définie deE→ F, l’application linéaire adjointeA∗ est
définie surF et on a aussi

dimF= ρ(A∗)+dim
(

kerA∗) soit dimF−dim
(

kerA∗)= ρ(A∗) (♭)

Les matricesA et A∗ représentant les applications linéairesA et A
∗ dans une base donnée

possèdent le même nombre de rangées linéairement indépendantes. En effet, la transposition
ne fait qu’échanger lignes et colonnes et les relations linéaires entre des nombres ou leurs
conjugués sont équivalentes. Dès lors,

ρ(A) = ρ(A∗) et ρ(A) = ρ(A∗)

En utilisant (♯) et (♭), il vient donc, comme annoncé,

dimE−dim
(

kerA
)

= dimF−dim
(

kerA∗)

iv. (a) PuisqueA est carrée d’ordren, la matrice

B=

(

A A

0 In

)

est une matrice carrée d’ordre 2n.
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(b) En adoptant une décomposition en blocs compatible aveccelle de la matriceB, les valeurs et
vecteurs propres recherchés vérifient

(

A A

0 In

)(

x

y

)

= λ
(

x

y

)

(†)

soit
{

Ax+Ay= λx
y= λy

La deuxième équation donne soity= 0, soitλ = 1.

• Si y = 0, la première équation devientAx= λx et exprime quex est un vecteur propre de
A relatif à la valeur propreλ. À chaque vecteur proprexi deA relatif à la valeur propre
λi, correspond donc un vecteur propre

(

xi

0

)

deB relatif à la même valeur propreλi .
PuisqueA possèden vecteurs propres linéairement indépendants,B possède également
n vecteurs propres linéairement indépendants relatifs aux n valeurs propresλi.

• Pourλ = 1, le système (†) se réduit à la seule équation

Ax+Ay= x

que l’on peut transformer en
(A− In)x=−Ay

Puisqueλ = 1 n’est pas une valeur propre deA, det(A− In) 6= 0 et la matriceA− In est
inversible de sorte que

x=−(A− In)
−1Ay

Dès lors, tous les vecteurs de la forme
(

−(A− In)
−1Ay

y

)

∀y 6= 0 (♠)

sont des vecteurs propres deB relatif à la valeur propreλ = 1.
Commey ∈R

n, on peut trouvern vecteursy linéairement indépendants, par exemple les
vecteurs de basee j , et former les vecteurs de propres deB de la forme (♠). La matrice
B possède doncn vecteurs propres linéairement indépendants relatifs àsa valeur propre
λ = 1 de multiplicitén.

(c) La matriceB d’ordre 2n possède 2n vecteurs propres linéairement indépendants, lesn
vecteurs propres linéairement indépendants construitsà partir de ceux deA et lesn vecteurs
propres linéairement indépendants relatifs àλ = 1. Les vecteurs appartenant à ces deux
groupes sont bien linéairement indépendants entre eux puisque relatifs à des valeurs propres
différentes d’une même matrice. La matriceB est donc diagonalisable par une transformation
de similitude.
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Question II

Le système à résoudre s’écrit sous la forme matricielle





1 1 1
1 2+a 1+b
1 2+a 1+2b









x
y
z



=





1
2+a

2+a+b





Il peut être résolu en échelonnant la matrice




1 1 1 1
1 2+a 1+b 2+a
1 2+a 1+2b 2+a+b





En soustrayant la première ligne aux deux autres, on obtient




1 1 1 1
0 1+a b 1+a
0 1+a 2b 1+a+b





Puis, en soustrayant la deuxième ligne à la troisième,




1 1 1 1
0 1+a b 1+a
0 0 b b



 (∗)

• Si a 6=−1, on continue l’échelonnage en divisant la deuxième ligne par 1+a,










1 1 1 1

0 1
b

1+a
1

0 0 b b











puis en soustrayant la deuxième ligne à la première,












1 0 1− b
1+a

0

0 1
b

1+a
1

0 0 b b













(∗∗)

⋄ Si b 6= 0, on continue l’échelonnage en divisant la troisième ligne parb,












1 0 1− b
1+a

0

0 1
b

1+a
1

0 0 1 1













puis

ℓ1 → ℓ1−
(

1− b
1+a

)

ℓ3

ℓ2 → ℓ2−
b

1+a
ℓ3













1 0 0
b

1+a
−1

0 1 0 1− b
1+a

0 0 1 1













Si a 6=−1 etb 6= 0, le système possède la solution unique





x
y
z



=













b
1+a

−1

1− b
1+a
1













(♣)
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⋄ Si b= 0, la matrice (∗∗) devient









1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 0 0









Il en résulte que la solution du système sia 6=−1 etb= 0 est donnée par





x
y
z



=





0
1
0



+λ





−1
0
1



 , λ ∈ R (♥)

• Si a=−1, la matrice (∗) devient




1 1 1 1
0 0 b 0
0 0 b b



 (∗∗∗)

⋄ Si b 6= 0, la seconde ligne indique que le système est incompatible.

⋄ Si b= 0, la matrice (∗∗∗) devient




1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0





Il en résulte que le système possède dans ce cas les solutions





x
y
z



=





1
0
0



+λ1





−1
1
0



+λ2





−1
0
1



 , λ1, λ2 ∈ R (♠)

En conclusion,
• si a 6=−1 etb 6= 0, la solution est unique et donnée par (♣) ;
• si a 6=−1 etb= 0, les solutions sont données par (♥) ;
• si a=−1 etb 6= 0, le système est incompatible ;
• si a=−1 etb= 0, les solutions sont données par (♠).

Question III

i. L’énergie cinétiqueTC est strictement positive quel que soit le vecteur de Poissonω non nul si

TC =
1
2
ω ·JC ·ω> 0, ∀ω 6= 0

Dans la base considérée, cette condition prend la forme

1
2
wTJCw > 0, ∀w 6= 0

où

JC = mR2





1+α −1 1
−1 2 0
1 0 2





La matriceJC doit donc être définie positive. Par le critère de Sylvester,JC étant symétrique, ce
sera le cas si les mineurs diagonaux principaux de cette matrice sont strictement positifs, c’est-à-
dire si

mR2(1+α)> 0, (mR2)2

∣

∣

∣

∣

1+α −1
−1 2

∣

∣

∣

∣

= (mR2)2(1+2α)> 0
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et

detJC = (mR2)3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1+α −1 1
−1 2 0
1 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (mR2)3
[

4(1+α)−2−2
]

= 4(mR2)3α > 0

La première condition est vérifiée siα >−1.

La deuxième condition conduit à la contrainteα >−1/2.

Quant au déterminant deJC, il est strictement positif pourα > 0

En conclusion, les trois conditions sont satisfaites pourα > 0.

ii. Le tenseurJC est représenté par une matrice diagonale dans une base formée de vecteurs propres
de la matriceJC. Pour obtenir une base orthonormée{e′1, e′2, e′3}, il faut choisir des vecteurs
propres qui sont à la fois orthogonaux et normés.

Dans le cas oùα = 2, la matriceJC s’écrit

JC = mR2





3 −1 1
−1 2 0
1 0 2





Recherche des valeurs propres deJC

Les valeurs propres deJC s’obtiennent en multipliant parmR2 les valeurs propres deJC/(mR2).
Ces dernières sont les zéros de

det

(

JC

mR2 −λI
)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3−λ −1 1
−1 2−λ 0
1 0 2−λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (3−λ)(2−λ)2−2(2−λ)

= (2−λ)[(3−λ)(2−λ)−2]

= (2−λ)(λ2−5λ+4)

= (2−λ)(λ−1)(λ−4)

Ainsi, la matriceJC possède trois valeurs propres simples :mR2, 2mR2 et 4mR2.

Recherche des vecteurs propres deJC

Ce sont les mêmes que ceux de la matriceJC/(mR2).

⋄ Les vecteurs propres relatifs à la valeur propre 4mR2 sont les solutionsw1 non nulles de

(

JC

mR2 −4I

)

w1 = 0 soit





−1 −1 1
−1 −2 0
1 0 −2









x
y
z



= 0

Échelonnons la matrice du système. D’abord, permutons leslignes 1 et 3




1 0 −2
−1 −2 0
−1 −1 1





puis, successivement,

ℓ2 → ℓ2+ ℓ1

ℓ3 → ℓ3+ ℓ1





1 0 −2
0 −2 −2
0 −1 −1





ℓ2 → ℓ2/(−2)





1 0 −2
0 1 1
0 −1 −1



 ℓ3 → ℓ3+ ℓ2





1 0 −2
0 1 1
0 0 0





De là,

w1 = β





2
−1
1



 , β ∈ R0
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⋄ Les vecteurs propres relatifs à la valeur propre 2mR2 sont les solutionsw2 non nulles de

(

JC

mR2 −2I

)

w2 = 0 soit





1 −1 1
−1 0 0
1 0 0









x
y
z



= 0

Échelonnons la matrice de ce système. On a successivement

ℓ2 → ℓ2+ ℓ1

ℓ3 → ℓ3− ℓ1





1 −1 1
0 −1 1
0 1 −1





ℓ2 →−ℓ2





1 −1 1
0 1 −1
0 1 −1





ℓ1 → ℓ1+ ℓ2

ℓ3 → ℓ3− ℓ2





1 0 0
0 1 −1
0 0 0





De là,

w2 = γ





0
1
1



 , γ ∈R0

⋄ Les vecteurs propres relatifs à la valeur propremR2 sont les solutionsw3 non nulles de

(

JC

mR2 − I

)

w3 = 0 soit





2 −1 1
−1 1 0
1 0 1









x
y
z



= 0

La matrice de ce système homogène peut être réduite à une forme échelonnée par des
opérations élémentaires. Permutons les lignes 1 et 3





1 0 1
−1 1 0
2 −1 1





puis

ℓ2 → ℓ2+ ℓ1

ℓ3 → ℓ3−2ℓ1





1 0 1
0 1 1
0 −1 −1





enfin

ℓ3 → ℓ3+ ℓ2





1 0 1
0 1 1
0 0 0





De là,

w3 = δ





−1
−1
1



 , δ ∈ R0

Les vecteurs propres relatifs à des valeurs propres différentes d’une matrice normale sont
orthogonaux entre eux. La matriceJC étant normale, puisque symétrique, il suffit donc de normer
les vecteurs propres trouvés pour obtenir les directions cherchées, à savoir

e′1 =
1√
6
(2e1− e2+ e3)

e′2 =
1√
2
(e2+ e3)

e′3 =
1√
3
(−e1− e2+ e3)
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iii. Dans la base{e′1, e′2, e′3}, le tenseurJC est représenté par la matrice diagonale

D= diag
(

4mR2,2mR2,mR2)

et

TC =
1
2

(

w′
1 w′

2 w′
3

)





4mR2 0 0
0 2mR2 0
0 0 mR2









w′
1

w′
2

w′
3



=
mR2

2

(

4w′
1

2
+2w′

2
2
+w′

3
2
)

iv. La matrice JC étant symétrique et présentant des valeurs propres strictement positives, sa
décomposition SVD est donnée par

JC = SDST

où S, dont les colonnes sont les composantes des vecteurs propres orthonormés, est la matrice
de changement de base orthogonale amenantJC à la forme diagonaleD. Lorsqu’on exprime
la décomposition SVD, on doit veiller à ranger les valeurspropres/singulières dans l’ordre
décroissant. On a donc

JC =

















2√
6

0 − 1√
3

− 1√
6

1√
2

− 1√
3

1√
6

1√
2

1√
3





















4mR2 0 0
0 2mR2 0
0 0 mR2





















2√
6

− 1√
6

1√
6

0
1√
2

1√
2

− 1√
3

− 1√
3

1√
3
















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