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. EXAMEN
Prof. Eric JM.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 3 heures et demie.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. Si A etB sont anti-hermitiennes, peut-on affirmer que la matiriéd3 — BA) est également anti-
hermitienne ?

ii. Déterminez la condition sur le vectear= E pour que, quel que sate ‘£,
s=(s-a)at+an(sna)

iii. Soit 4 une application linéaire de— F.
() Définissez dirg.
(b) Définissez ked.
(c) Montrez que
dimE — dim (ker4) = dimF — dim (ker2*)

iv. Soit A une matrice carrée d'ordrepossédann vecteurs propres linéairement indépendants
X2, ..., Xp relatifs aux valeurs propres, A, ..., A, éventuellement confondues mais differentes
de 1. On construit la matrid® telle que

A A
B=
(6 n)

(b) Déterminez les valeurs et les vecteurs propreB.de

(a) Donnez les dimensions &e

(c) La matriceB est-elle diagonalisable ? Justifiez.

Question I

Déterminez toutes les solutions réelles du systensaiir”

X+y+z=1
X+ (2+a)y+ (1+bjz=2+a
X+ (2+a)y+ (1+2b)z=2+a+b

en discutant s'il y a lieu en fonction des parametaetb € R.



Question llI

Le tenseur central d'inertidc d’'un solide caractérise les propriétés d'inertie deuieel pour sa
rotation autour d’'un axe d'orientation quelconque pasgantson centre d'inertie. Pour décrire cette
rotation, on utilise le vecteur de Poisserdont I'orientation indique la direction de I'axe de rotatiet
dont le module donne la vitesse angulaire correspondante.

On considére un solide dont le tenseur central d’inertteregrésenté, dans la base orthonormée
{e1, e, es}, par

1+a -1 1
Je=mR| -1 2 0
1 0 2

oum> 0, Reta sont des paramétres réels.

i. Déterminez toutes les valeurs physiquement admissipleur la constantex sachant que
I'énergie cinétique de rotatiof autour du centre d'inertie est telle que

1
TCZEw'Jc-w>0, Yo #£ 0

ii. Dans le cas ow = 2, déterminez, en fonction dg, e, etes, une base orthonormée, &, €}
dans laquelle le tenseUg est représenté par une matrice diagonale.

iii. Dans le cas ow = 2, déterminez I'expression algébrique Teen fonction des composantes,
w, etw; dew dans la basée, €, €}.

iv. Dans le cas o = 2, sans effectuer aucun calcul supplémentaire, détemmine deécomposition
SVD delJc.



SOLUTION TYPE

Non. En effet,A et B étant anti-hermitiennes, on a
A*=—-A et B*=-B
de sorte que, posat=i(AB — BA),

X* = [i(AB — BA)]* = —i[(AB)* — (BA)*] = —i[B*A* — A*B*|
— —i(BA—AB)=i(AB—BA) =X

La matrice donnée est donc hermitienne, pas anti-hemmitie

ii. Développant le double produit vectoriel et tenant céergte la commutativité du produit scalaire,

on peut écrire
(s-a)a+aA(sha) = (s-a)a+s(a-a) —a(a-s) =s(a-a) = ||al|’s

Cette expression est égals si et seulement si le vectearest unitaire, c'est-a-dire §a/|° = 1.

(a) La dimension de I'espace vectoriglest le nombre de vecteurs que comporte toute base de
E.
C’est aussi le nombre maximum de vecteurs linéairemegpieddants que I'on peut trouver
dansk. C’est encore le nombre minimum de vecteurs générateus d

(b) Le noyau de I'application linéaird définie dek dansF, qui se note kefl, est I'ensemble des
vecteurs dé& dont I'image par4 est le vecteur nul dg, soit

ker4 = {x€E: 4(x) =0}
(c) L'application linéaireq étant définie suE, le théoreme du rang permet d’écrire
dimE = p(4) + dim(ker4) soit dimE—dim (ker4) =p(A4) ()

Puisque l'application linéairel est définie d&& — F, I'application linéaire adjointeZ* est
définie surF et on a aussi

dimF = p(A*) + dim(kerA*) soit dimF —dim(kera*) =p(4*) (v)

Les matricesA et A* représentant les applications linéairgst 4* dans une base donnée
possedent le méme nombre de rangées linéairemergendantes. En effet, la transposition
ne fait qu'échanger lignes et colonnes et les relatioréaliles entre des nombres ou leurs
conjugués sont équivalentes. Deés lors,

P(A)=p(A") et p(A)=p(A)
En utilisant ¢) et (o), il vient donc, comme annoncé,

dimE — dim ( ker4) = dimF — dim ( kerﬂl*)

iv. (a) PuisquéA est carrée d’'ordre, la matrice

A A
(0 1)

est une matrice carrée d’ordra.2



(b) En adoptant une décomposition en blocs compatible eetée de la matricé, les valeurs et
vecteurs propres recherchés vérifient

(6 2)()=C) ®

{Ax+Ay:)\x

soit

y=2»Ay
La deuxiéme équation donne sgit= 0, SoitA = 1.
e Siy =0, la premiere équation devieAk = Ax et exprime que est un vecteur propre de

A relatif & la valeur propré. A chaque vecteur proprg de A relatif & la valeur propre
Ai, correspond donc un vecteur propre

Xi

0
deB relatif a la m&me valeur proppeg.
PuisqueA possedan vecteurs propres linéairement indépendaBtppssede également
n vecteurs propres linéairement indépendants relatfsawleurs proprea;.

e PourA =1, le systeme (1) se réduit a la seule équation
Ax+ Ay = x

que I'on peut transformer en
(A—=TIn)x=—Ay

Puisquer = 1 n’est pas une valeur propre fledet(A —1I,) # 0 et la matriceA — I, est
inversible de sorte que
x=—(A—-1I,) 1Ay

Dés lors, tous les vecteurs de la forme

<‘<A‘§”)_1Ay) vy £0 )

sont des vecteurs propres Beelatif a la valeur propra = 1.

Commey € R", on peut trouven vecteursy linéairement indépendants, par exemple les
vecteurs de basg, et former les vecteurs de propres Bleée la forme &). La matrice

B posséde donn vecteurs propres lineéairement indépendants relatifa @aleur propre

A = 1 de multiplicitén.

(c) La matriceB d'ordre 2n posséde 2 vecteurs propres linéairement indépendants,nles
vecteurs propres linéairement indépendants constitatir de ceux dé et lesn vecteurs
propres linéairement indépendants relatifd & 1. Les vecteurs appartenant & ces deux
groupes sont bien linéairement indépendants entre esguymi relatifs a des valeurs propres
differentes d’'une méme matrice. La matrBest donc diagonalisable par une transformation
de similitude.



Question I

Le systeme a résoudre s’écrit sous la forme matricielle

1 1 1 X 1
1 2+a 1+b y| = 2+a
1 2+a 1+2b z 2+a+b

Il peut étre résolu en échelonnant la matrice

1 1 1 1
1 2+a 1+b 2+a
1 2+a 1+2b|2+a+b

En soustrayant la premiére ligne aux deux autres, on dbtien

1 1 1 1
0 1+a b l1+a
0 1+a 2b|1+a+b

Puis, en soustrayant la deuxiéme ligne a la troisieme,

1 1 1] 1
0 1+a b|1l+a (+)
0 0 b| b

e Sia# —1, on continue I'echelonnage en divisant la deuxiemeslipar 1+ a,

11 1 1
b
01 — |1
l+a
00 b |b

puis en soustrayant la deuxieme ligne a la premiére,

1 0 1—L 0
1+a

0 1 L 1 (%)
1+a

00 b b

o Sib# 0, on continue I'échelonnage en divisant la troisiemadigarb,

b
10 1———
l1+a
b
l1+a
00 1 1
puis
b
b 10 0/—-1
51—>€1—<1——>€3 l1+a
l+a b
lp— 0 ( 01 0177
2 > b2——-43
1+a 00 1] 1
Sia# —1etb#0, le systeme possede la solution unique
b
— -1
X l1+a
y|=1[,__P (%)
z 1+a
1



o Sib =0, la matrice £x*) devient
1 0 1|0
0 1 0|1
0 0 0|0

Il en résulte que la solution du systemest —1 etb = 0 est donnée par

X 0 -1
yl=(1]+A] O |, A€R ©)
z 0 1
e Sia= —1, la matrice £) devient
11 1|1
0 0 b|O (% % %)
0 0 b|b

¢ Sib#0, la seconde ligne indique que le systeme est incompatible

¢ Sib=0, la matrice £ x x) devient

O O
O O
O O
O O

Il en résulte que le systeme possede dans ce cas leossluti

X 1 -1 -1
V=110 +Al 1 |+A2| O], A, 2R (&)
z 0 0 1

En conclusion,
e sia# —1etb#0, la solution est unique et donnée pd) (
e sia# —1etb=0, les solutions sont données p&)
e sia= —1etb+#0, le systeme est incompatible;
e sia= —1etb=0, les solutions sont données p&¥)(

Question IlI

i. L'énergie cinétiquelc est strictement positive quel que soit le vecteur de Poigsoan nul si

1
To=50-Jdc-w>0, Vo#0

Dans la base considérée, cette condition prend la forme

1
?fkw>Q Yw #£ 0

ou
14a -1 1
Je=mR| -1 2 0
1 0 2

La matricelc doit donc étre définie positive. Par le critere de Sylest étant symétrique, ce
sera le cas si les mineurs diagonaux principaux de cettécmatnt strictement positifs, c'est-a-

dire si
1+a -1

mR(1+a)>0, (mR)? AP

‘ = (mR)2(1+20) >0



et

14a -1 1
detlc=(mMR)*| -1 2 0 =(mR)3|4(1+a)—2-2| =4mR)%a >0
1 0 2

La premiére condition est vérifieesi> —1.

La deuxiéme condition conduit a la contrainte> —1/2.
Quant au déterminant dig, il est strictement positif pour > 0
En conclusion, les trois conditions sont satisfaites ot 0.

ii. Letenseur]c estreprésenté par une matrice diagonale dans une basesfae vecteurs propres
de la matricelc. Pour obtenir une base orthonormgg, €, €}, il faut choisir des vecteurs
propres qui sont & la fois orthogonaux et normés.

Dans le cas oa = 2, la matricelc s'écrit

3 -1 1
Je=mR[-1 2 0
1 0 2

Recherche des valeurs propresige

Les valeurs propres di: s’obtiennent en multipliant panR les valeurs propres dk:/(mR).
Ces dernieres sont les zéros de

; 3-A -1 1
det(%@_)‘l): 1 2-A 0 |=(B=MN(2=N?=22-1)
m 1 0 2-A

=(2=-M[E=-M(2-N)~-2
=(2-N)(\—5r+4)
=2-NA-1)(A-4)

Ainsi, la matricelc possede trois valeurs propres simples/, 2mR et 4mF.
Recherche des vecteurs propreside

Ce sont les mémes que ceux de la matig& mR).
o Les vecteurs propres relatifs & la valeur propreRd sont les solutions/; non nulles de

J -1 -1 1 X
(—%—4]1) w1 =20 soit -1 -2 O y| =0
m 1 0 -2/ \z

Echelonnons la matrice du systeme. D’abord, permutongiess 1 et 3

1 0 -2
-1 -2 0
-1 -1 1
puis, successivement,
bp — lo+ ¥4 L1 0 -2
b3 — b3+ /1 0 -2 -2
1 0 -2 1 0 -2
gz—)fz/(—Z) 0 1 1 l3 — U3+ o 01 1
0 -1 -1 0O 0 O
De I3,
2
leB -1 ) BGRO
1



o Les vecteurs propres relatifs a la valeur propreR2 sont les solutionss; non nulles de

J 1 -1 1 X
<—CF:\2—2]I>W2:0 soit -1 0 0](|y]=0
m 1 0 0o \z
Echelonnons la matrice de ce systéme. On a successivement
bp — lo+ 104 L -1 1
l3—l3—1 0 -1 1
1 -1 1 1 0 O
ls—l, [0 1 -1 ?:?fﬁz 01 -1
0 1 -1 3T 00 O
De I3,
0
wo=Yy|1l], Y€ERo
1

o Les vecteurs propres relatifs & la valeur promi@ sont les solutionsiz non nulles de

J 2 -1 1 X
<—§g—ﬂ>we,:o soit -1 1 o||yl]=o0
m 1 0 1) \z

La matrice de ce systeme homogene peut étre réduiteeafarme échelonnée par des
opérations élementaires. Permutons les lignes 1 et 3

1 0 1
-1 1 O
2 -1 1
puis
by — lo+ 104 10 L
b3 —l3—2 o 1 1
3T 0 -1 -1
enfin
1 01
b3 — b3+ 1p 011
0 0O
De I3,
-1
W3:6 1], 6€Ro
1

Les vecteurs propres relatifs a des valeurs propresreiffes d’'une matrice normale sont
orthogonaux entre eux. La matride étant normale, puisque symétrigue, il suffit donc de norme
les vecteurs propres trouvés pour obtenir les directibesahées, a savoir

élz%(Zel—eeres)
éz%(eﬁes)

1
%= Fl-a-ete)

(o]



Dans la basd €}, €,, €}, le tenseudc est représenté par la matrice diagonale
D = diag(4mR, 2mR, mF¥)

et

Tc=

NI

(g w, we) | O amR 0 || = o (4?20 wy?)
0 0 m A

La matrice Jc étant symétrique et présentant des valeurs propresestrient positives, sa
décomposition SVD est donnée par

Jc=SDST

ou S, dont les colonnes sont les composantes des vecteurs praphenormés, est la matrice
de changement de base orthogonale amemarit la forme diagonald. Lorsqu’on exprime
la décomposition SVD, on doit veiller a ranger les valeprspres/singulieres dans l'ordre
décroissant. On a donc

2 45 _1 2z 1 1
6 % V| e o on|VE yE VB
( e ) o i 1
Ve V2 V3 V3 V3 V3



