Annexe B

Fonctions transcendantes.

Ce chapitre rassemble les définitions précises des pédles fonctions
transcendantes. Les outils analytiques développés ldandifferentes parties du cours
permettent d’en déduire les propriétés usuelles diraent a partir des définitions.

B.1 Fonction logarithme.

En écrivant la primitive des fonctions rationnell€sou n est un entier positif ou
négatif, nous avons précisé que# —1. Néanmoins, la fonction /k étant continue
sur |0, +oo[, elle admet une primitive. Celle-ci ne s’exprime cependzag a I'aide de
fonctions rationnelles.

Gn définit la fonctionlogarithmeou logarithme népériecomme 'etanm
primitive sur]0, +oo[ de la fonctlon; égale a 0 poux = 1, soit

X dt
Inx:/ T X€l0 el (B.1)
1

\_ /

La fonction 1/x étant strictement positive et continue §0r+oo[, la fonction In
est continue et dérivable sld,+[. Les dérivées successives de In étant également
continues suj0, +oo[, la fonction logarithme est indéfiniment continlmentigkble sur
cet intervalle.

On at

d 1
6(Inx: - >0  Vx€|0,+o| (B.2)

La fonction In est donc strictement croissante sur son doendé définition (Fig. B.1).
Comme, par définition, elle est nulle gr= 1, elle est strictement négative poux 1 et
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strictement positive pour > 1.

InXx

FIGUREB.1

La fonction In vérifie la loi
Inab=Ina+Inb Vab>0 (B.3)

En effet,
d

1 d
—(Inax) = — = —(Ina+Inx X €]0, 400
(N2 =~ = —(Inat+Inx)  xej0,+e
de sorte que les fonctionsdm et Ina+ Inx sont deux primitives de /x. En vertu du

theoreme de structure des primitives, ces deux fonctienseuvent difféerer que par une

constante additiv€. Or, puisqu’elles sont égales ga= 1, la constant€ est nulle et
Inax= Ina+Inx X €]0, 400

En posank = b, on obtient le résultat annoncé.
Dés lors,

1 1
O=Inl=In (x—) =Inx+In-
X X

1. Remarquons que, si< 0,
d 1 1
&In(fx) = _—X(fl) =5
Des lors

d d
/YX:In|X|+C1 sur] — oo, 0] et /YX:In|X|+C2 sur]0, +oo|
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et donc
1
In;:—lnx Vx>0 (B.4)
a
Int—) =Ina—Inb Vab>0 (B.5)
InX" = nlnx Vn entier etx > 0 (B.6)

Ces relations permettent de déduire les limites dednandx tend vers+o et vers
0", soit

lim InX= —oo et lim InXx= 400 (B.7)
x—0" X—r+00

. C
En effet, pour tou€ > 0, on peut trouver un entier> N2 tel que, poux > 2",

Inx >In2"=nln2>C

et donc

lim InXx= 4o
X— 00

Le comportement a I'origine s’en déduit aussitdt puesqu

: . 1
lim Inx=—Ilim In= = —o
x—0t x—0t X
Ceci montre que la fonction/L n’est pas intégrable sy, x| pour toutx > 0.
La fonction logarithme tend verse lorsquex — +o0 moins vite que n'importe quelle
puissance et n'importe quelle racine xleEn effet, quel que soit I'entian > 0, il vient
par application du théoreme de I'Hospital

Inx ) n

M~ o xi e im0
et a fortiori
im X_®_ im L g
X+ XN 00 x—otenx!
de sorte
Inx=o0(x*"), x—+w, VneN (B.8)
et
Inx=0(x"), Xx— +w, VneN (B.9)
De méme,

Inx=o0(x"*"), x—0, VneN (B.10)
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B.1.1 Logarithme de base.

A partir de la fonction In, on définit la fonctiologarithme de base (a €]0,+oo[,a#
1) par la relation

Inx
log.x= — B.11
ga |na ( )
y
\ log, x
\\
\
\ a>1
AN
\
T X
~~_a<1
FIGUREB.2

Les propriétés de cette fonction se déduisent direatée celles de In. Ainsi, log
est définie, continue et dérivable $Qr+[. Sa dérivée est donnée par

d d Inx 1
ax 2% X = Gxina ~ xina (B.12)

Elle est donc strictement croissantast 1 et strictement décroissantessk 1. De plus,

log,1=0 log,a=1 (B.13)
et
: —oosia>1 . sia>1
lim log,x= * _ > lim log,x= e _ > (B.14)
x—0T +oosia<l X—r+-00 —cosia<l

B.2 Fonctions puissance et exponentielle.

La fonction exponentielleexp, est la fonction réciproque de la fonctipn
logarithme :

y=expx€|0,+w[ & X=Iny €] — oo, +oo (B.15)
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Cette définition est licite puisque la fonction logarithm&t strictement croissante
sur son intervalle de définitioj®, +oo[ et prend ses valeurs dahs oo, +-oo[; la fonction
réciproque est donc une fonction positive strictemenssente suR.

X
FIGURE B.3
On pose
e=expl et donc Ine=1 (B.16)
D’autre part,
InN1=0 & exp0=1 (B.17)

Il existe de nombreuses définitions équivalentes de latiomm exponentielle. Ainsi,
outre (B.15), on peut encore définir cette fonction comme

— la solution unique de I'equation différentielle

f'(x) = f(x) avec f(0)=1 (B.18)
— la série de puissances
00 Xk
expx = Z W (B.19)
K=0
— l'expression
. X\ N
expx = lim (1+ﬁ> (B.20)

La fonctiony = expx est continue et dérivable sikrcomme réciproque de la fonction
logarithme (strictement monotone et dérivable). Pariagpibn de la regle de dérivation
des fonctions réciproque, on a

dy 1 1
ax— X~ —d_|ny =y(X) = expx
dy dy 7|y expx
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et donc
(expx)’ = expx (B.21)

La définition équivalente (B.18) s’en déduit aussitdiggue la solution du probleme de
Cauchy (B.18) est unique Sp#- oo, +oof.

Tenant compte de (B.21), I'application de la formule de Maalin a la fonction
exponentielle donne, pour toxtéel,

n k
(=3 3 +RiX) ol Ri(x) =
k=0 "

x1 expBx

(nt1)! 8€l0.1]

Puisque la fonction exponentielle est strictement croissa vient, selon qu est positif
ou négatif,

IRn(X)| < |X|n+l expx ou IRn(X)| < |X|n+1
— (n+1)! ~ (n+1)!
Dans les deux cas,
lim Ry(x) =0
n—o0

et la fonction exponentielle est donc représentée parla 68.19) pour touxk.

La définition (B.20) de I'exponentielle peut égalementigduire des précédentes. En
effet, pour touix réel, écrivons

: x\n oo X\ N . X\ N
lim (1+ —) = lim expln(1+ —) =exp limin <1+ —)
n—oo n n— oo n n—oo n
puisque exp est continue. Il suffit des lors de montrer que
n

lim In <1+ )—() =X

n— oo n
Or, puisque InE= 0,

n —
In (1+ )_r:> =nln (1+ )_r:> =X <In(1+x/n) Inl)

x/n

Or, pourx # 0 fixé, x/n tend vers zéro lorsque— o et donc

. In(1+x/n) —In1 din
I|m< X/n ):a(l):l

n—oo
Deés lors,
: X\ N
lim (1+ﬁ> = expx

n—00

La fonction exponentielle vérifie la loi de multiplication

expla+b) =expaexpb VabeR (B.22)
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puisque
Inexp(a+ b) = a+b = Inexpa+ Inexpb = In(expaexpb)

et que la fonction logarithme est biunivoque.

Deés lors,
1 = exp 0= exp(x— X) = expx exp(—X)
et donc
exp(—X) = 1 (B.23)
~expx '
exp(nx) = (expx)" Vn entier (B.24)

D’apres le graphe de exmpbtenu en prenant le symétrique de celui degar rapport
a la bissectrice principale, les limites de exguandx tend vers—o et vers+o sont
données par
lim expx=0 et lim expx = +o0 (B.25)

X——00 X—r+00
La fonction exponentielle croit plus vite que n'importeetla puissance delorsque

X — +oo. En effet, pour tout entien > 0, il vient, parn applications successives du
théoréme de I'Hospital,

. X" . n!
lim = — =
X+ @XPX  X—+0 eXPX
Deés lors,
X" =o(expx), X-— 4o, VneN (B.26)
Inversement,
exp(—x) =o(x "), x— 4w, VneN (B.27)
et
exp(—x) =0o(x "), X— 4o, VneN (B.28)

B.2.1 Exponentielle gréralisee d’argumenta.

A partir de la fonction exponentielle, on définitfanction exponentielle généralisée
d’argument (a €]0, +o[) par la relation

a‘=expxlna) >0  WxeR (B.29)

C’est la fonction inverse de la fonction logarithme de base
Evidemment, €= expx et la fonction exx peut étre considérée comme représentant
I'argument e affecté de I'exposaxtOn a aussi

¥=1, a’=1, al=a (B.30)

axay — ax+y, (ax)y = axy, aXbX = (ab)x (831)
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et
Ina* = xIna (B.32)

Les propriétés de la fonction exponentielle généealise déduisent de celles de la
fonction exponentielle. Ainsg* est définie, continue et dérivable sRr Sa dérivée est

donnée par

d , d
ol = &exp(xln a) =Inaexp(xlna) =Ina & (B.33)

La fonction exponentielle généralisée est donc simetat croissante sa > 1 et
strictement décroissanteaik 1. Elle est égale a 1 si=1.

y=a*

X
FIGUREB.4
De plus,
: sia>1 . 0 sia>1
lim a*= e _ > lim a*= _ > (B.34)
X 0 sla<1 X——00 4+ sla<l1
B.2.2 Puissance @réralisée d’exposanta.
On peut encore généraliser la notion d’exposant en posant
x® = exp(alnx) > 0, X €]0, 400 (B.35)

qui définit lapuissance généralisée d’exposafd < R).

Lorsquea est égal a un entier positiiou un entier négati-n, on retrouve la fonction
puissance habituelle puisque

x™ = exp(mInx) = exp(Inx) exp(Inx) - - - exp(Inx) = xx- - - X

J/

TV f
m facteurs m faceurs
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et
x " = exp(—nInx) = exp(—Inx) exp(—Inx) - - -exp(—Inx) =

J/

-~

nfacteurs

154

11 1
XX X
—_——

n facteurs

Dans ces deux cas, la définition (B.35) peut donc étrederespectivement e R et

X € Rg en utilisant les définitions classiques.

Ona
X=1  18=1
et
A0 =X (AP EA— (xy)3, x =
et
Inx® = alnx

La fonctionx? est définie, continue et dérivable $0r+o|. Sa dérivée est donnée par

d d a 1
&x‘a = &exp(alnx) = )—(exp(alnx) =ad

(B.36)
1
= (B.37)
(B.39)

(B.39)

La fonctionx? est donc strictement croissantast 0 et strictement décroissanteasi: 0.

Elle estégale a1 si=0.

y=x2
a<O0 a>1
O<ax1
1 ....... :
1 %
FIGURE B.5
De plus,
. sia>0 . 0 sia>0
lim x&= toe ) > lim x@ = _ > (B.40)
X—00 0 sia< 0 x—0t+ 4+ sia<O0
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B.3 Fonctions hyperboliques.

Les fonctions hyperboliques sont définies par des condonai de la fonction
exponentielle. Comme leurs proprietés sont proches didescedes fonctions
trigonométriques classiques, leurs noms en sont derivé

mes principalegonctions hyperboliquesont \
—X
le cosinus hyperbolique chx = ete (B.41)
: : ef—e ¥
le sinus hyperbolique shx = > (B.42)
shx e—e*
I h li hx = = B.4
a tangente hyperbolique thx chx — & ex (B.43)
: chx e‘+e*
la cotangente hyperbolique cothx = o — e (B.44)

\_ /

Les propriétés des ces fonctions se déduisent de cellbsxgbonentielle.

4 L

FIGURE B.6
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FIGURE B.7
y=shx | y=chx | y=thx | y= cothx
X e R R R Ro
continu et dérivable sur R R R Ro
lim +00 +00 1 1
X—>—+00
lim y —o0 +o0 -1 _1
X—»—00
lim vy 0 1 0 +oo
X—0F
1 1
X chx shx — -
Y ch?x sk x
/ y(x)dx chx | shx |In|chx | In|shx]
paire/impaire impaire | paire | impaire| impaire
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Ces fonctions satisfont a des relations analogues asced#le fonctions sin et cos.
Ainsi,

ety g (xty)  eXg/peXegV

ch(x+y) = > >
_ (chx+shx)(chy+ shy) + (chx—shx)(chy — shy) (B.45)
B 2
= chxchy+ shxshy
De méme,
sh(x+y) = shxchy =+ shychx (B.46)
ch(x+y) = chxchy+ shyshx (B.47)
thx+thy
th(xt+y) = I<thxthy (B.48)
En particulie?,
ch?x—shfx=1 (B.49)
On a aussi
chx+shx = & (B.50)
chx—shx =€ (B.51)

2. Cette relation permet de justifier I'appellation de faores hyperboliques. En effet, la courbe définie
de fagon paramétrique pae= cht, y = sht est une hyperbole équilatére puisgde-y?> = 1. Dés lors, sh
cht, tht possedent une interprétation sur le graphe de I'hyperdahlogue a celle des fonctions classiques
sur le cercle trigonométrique.
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B.3.1 Fonctions hyperboliques inverses.

Les fonctions hyperboliques inverses sont

y=arcshx | y=archx | y=arcthx | y= arcothx
X e R (1,40 | ]-1,1] | R\[-1,1]
ye R [0, 400 R Ro
continu sur R [1,+oof ] —1,1] R\[-1,1]
Y | e | -
my | - o
dérivable sur R 11,400 ]—1,1] | R\[-1,1]
V0 | == | == | e | e
paire/impaire| impaire impaire impaire

Les dérivées des fonctions inverses sont obtenues ia gt regle de dérivation de
I'inverse (1.187). Ainsi, par exemple,

d— arcshx = 1 = ! = = 1
o o o 2
dx d—shy chy 1+shky x+1
dy y=arcshx y=arcshx y=arcshx

Alors que les fonctions hyperboliques sont reliees apamentielle, les fonctions
hyperboligues inverses sont reliées a la fonction lakyaré par les relations

arcshk=In(x+v/x2+1) archx = In(x+ v/x2 —1) (B.52)
1 1+x 1 x+1

thx==In—— thx==-In—— B.53

arc 2n1—x arco 2nx—1 ( )

Ces égalités sont aisement demontrées en vérifimntegudeux membres sont égaux
en un point particulier de leur domaine de définition et lgwint la méme dérivée. Par
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exemple,
arcshO=0=1In1
oy 1 1
X
—In(X+Vx2+1)= 1+ =
ax " ! X+\/X2+l( \/x2+1) VX241
y
zarchx
1+ ,/
/
/
!
} i i i i i i %
—4 -3 -2 -1 1 2 3
—-1
arcs
,2 i
FIGURE B.8
Y R
i
3+ i
\arcothx
2 4 5“
“\
-\
1+ AN
. acthd/ | TTToC
:4_—13.\\73 {1 1 2 3 X
\\\é 4 .
\
\
Kl 20T
B
arcothxllg
N -3 4+
I
I
i R

FIGUREB.9

d
= dx arcshx
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B.4 Fonctions trigonometrigues et exponentielle
complexe.

Les fonctions trigopnométriques usuelles sont appdi@estions circulairegn raison
de leur rapport avec les angles et segments du cercle trng@nigue.

mes fonctions sin et cos sont définies pour topar les séries \
3 5 % 2k+1
. X° X K X
SiNX=X— — 4+ — —--- = -1 B.54
31 5 2 "V @G (B:54)
2 A % 2k
X Kk X
t COX=1——+——... = -1 B.55
© 217 2l 2 Va0 (B.59
y
1/*r\
/ \
cosx’ \
/ \
/ \
! \
/ \
I \
7 w\
! \
\
-1 +
FIGURE B.10

Ces définitions sont licitespuisque, par application du critére du quotient aux série
des modules, on a

N Gie S . X2
lim = =0<«1
K—s00 (2k+ 3)!|X|2k+1 K—s00 (Zk—l— 3) (2k+ 2)
2k+-2 | 2
et Iim|X| (Z)! ' X =0<1

koo (2K+ 21 X[ZK koo (2K+ 2) (2K + 1)

3. Les justification des définitions introduites dans cetéetion et de leurs manipulations font
abondamment appel aux résultats du chapitre 4 sur la opewvee des séries de puissances. Le lecteur
qui ne maitrise pas les concepts correspondants abortedeVeloppements dans leurs aspects formels
uniquement.
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et les séries de puissances convergent absolument etraéifeent sur tout intervalle
fermé borné deR. Elles représentent donc des fonctions indéfinimenticbntent
dérivables suR.

A partir des définitions, on obtient aisément

sin0=0 cosO0=1 (B.56)

La fonction cos est paire tandis que la fonction sin est ingpai

A partir des fonctions sin et cos, on introduit encore |efinitéons suivantes.

4 N

sinx
la tangente tgx= —— B.57
g gx= (B.57)
COX
la cotangente  cotgx= —— B.58
g = (B.58)
B} 1
la sécante sexX = —— (B.59)
COSX
, 1
la cosécante cosexX = — (B.60)
sinx
y
T tgx

2

Nl
I\)|(:"|)

i S
I\)|(:"1)

i
N

—4 L

FIGURE B.11
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Toute série de puissances pouvant étre dérivée termerie dans son intervalle de
convergence on a,

d 00 kd X2k+1 00 K X2k
—sinx = -1 = —1)"—— = cosx B.61
dx kgo( ) dx(2k+1)! kZO( ) (2k)! (B-61)
et
d % X2k % o XL % o X _
el cosx Z = k;(—l) k=11 —kZO(—l) e —sinx
(B.62)
Ceci étant acquis, on montre aisément que
cogx+sirfx=1 (B.63)

En effet, par dérivation on a

&(cosszr sin?x) = 2 cosx(— sinx) + 2 sinx(cosx) = 0
La fonction codx+ sir’x est donc égale & une constante. En évaluant I'expression
x = 0, on prouve que cette constante est égale a 1 et on ret{Bl6®).

La relation (B.63) montre que les valeurs prises par lestions sin et cos
appartiennent a l'intervallp-1,1].

Les dérivées des fonctions tg, cotg, sec et cosec peetenaisément calculées par
application des regles usuelles de dérivation. Par elemp

. (sinx)’  (sinx)’(cosx) — (sinx)(cosx)’
(tgx) = — | =
CosX CoZX (B.64)
_ cogx+sifx 1 Lt tePx
~ co®X  CO¥X g
B.4.1 Exponentielle d’'un nombre complexe.
En utilisant les définitions des fonctions cos et sin, ingjgour toutx € R,

% k Xz XL
isinx= B.65
COSX+isinx kZO( +| Z 2k+1 Z kl ( )

(ou le rearrangement des termes de la série est justfi@apconvergence absolue de
la série). Reconnaissant I'analogie de cette série awedéleloppement en série de
puissances (B.18) de la fonction exp, on défirekponentielle imaginainpar

explix) =" =y - (B.66)



ANNEXE B. FONCTIONS TRANSCENDANTES. 163

Deés lors, on obtient les célebr&gmules d’Euler

€% = cosx+i sinx (B.67)
e X = cosx— i sinx (B.68)

En résolvant par rapport a siet co, on a

sinx — SXPX) _ZieXp(_iX) — Dlexp(ix)] (B.69)
cosc = SXXX) +26Xp(_ix) — Oexp(ix)] (B.70)

La dérivée de I'exponentielle imaginaire est donnée par

%(exp(ix) = %((cosx—i— isinX) = —sinx+icosx = i(cosx+isinx) =iexp(ix) (B.71)

Plus généralement, on définekponentielle d’'un nombre complex@ar
_e_vZ B.72
g == 3 (8.72)

La loi de multiplication (B.22) est aisément étendue exponentielle d’'un nombre
complexe :
exp(z1+22) = exp(z1) exp(zz) Vz1,20€ C (B.73)

En particulier, pouz = x+ 1y, il vient

expz = exp(x+iy) = expxexp(iy) = €*(cosy+isiny) (B.74)
et
expz = expx(cosy -+ isiny) = €‘(cosy —i siny) = expz (B.75)
Deés lors,
| expz| = |/ expzexpz
= \/expzexpz = \/expz+2) = /exp202) (B.76)
=exp(dz)
En particulier,
exp(ix) = exp(—ix) (B.77)

lexp(ix)| = exp(0) =1 (B.78)
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B.4.2 Propriétées des fonctions trigonoratriques.

Les fonctions trigonométriques satisfont aux relations

six+cogx=|e*?=1 (B.79)
sin(x+y) = sinxcosy 4 sinycosx (B.80)
cog X+ Yy) = coSxcosy F sinysinx (B.81)

tgx+-tgy
+y)=—"—— B.82
tg(x+y) 1+ toxigy (B.82)

Toutes ces propriétés sont aisement démontréedia gas formules d’Euler (B.67)
et (B.68). Par exemple,

cogx+Y) +isin(x+y) = &) = gV
(cosx+isinx)(cosy+isiny)
= (cosxcosy — sinxsiny) + i(sinxcosy + cosxsiny)

De méme, ldormule de Moivre
(cosnx+isinnx) = (cosx+isinx)" n entier (B.83)

est une conséquence directe de .
™ = ()" (B.84)

[On définit le nombrez comme étant le plus petit zéro positif de gos ]

Pour que cette définition ait un sens, il faut que la fonctiosx possede au moins un
zéro positif. Cette fonction étant continue §ir+oo[ avec cos G= 1, il suffit de démontrer
que cox prend des valeurs négatives §ir+oo|.

Raisonnons par I'absurde et supposons

(1>)cosx > 0 sur|0,+oo].

Alors sinx croit sur]0, +oo[ puisque(sinx)’ = cosx > 0. Cette situation est contradictoire
car, en appliquant le théoreme des accroissements finisnt

C0sa > €0sa— CosX = (X—a) sing > (x—a)sina.
ou 0< a< & < xet par suite,

cosa > (x—a)sina — +oo
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Si X — +o00, ce qui est absurde puisqueosal < 1.
L'ensemble des zéros positifs de &og’est donc pas vide et admet un plus petit
minorant*.

Il
Le tableau suivant fournit alors f#riodicité des fonctions circulaires
0=1 é7 =i L dn=_1 ;‘» 67 = ;‘» g1
4 T 4 Y 4
cosO=1 €oS; = 0 cosm= —1 CoS5 = 0 cosat=1
sin0=0 singzl sinmt=0 sin%:—l sin2t=0.

En conséquence, les fonctions sirtosx, €%, sex et cosex sont périodiques de
période 2t Les fonctions tg et cotgx sont également périodiques mais de périmden
effet, par application de (B.82) pour tau~ (2k+ 1)11/2 k € N,

tgx+tgT

tgx+1) = 1Ftgxtgm

(B.85)

en tenant compte de tg= 0.

4. Celui-ci est nécessairement atteint et reste un zéeosgepuisque limite d’'une suite de zéros de
cette fonction continue.
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y=Sinx | y= cosx y = tgx y = cotgx
X e R R R\{(k+3)mke z} | R\{kke Z}
ye [—1,1] [—1,1] R R
continu et dérivable sur R R R\{(k+3)mkez} | R\{kke 2}
. 1 1
Y (X) COSX —sinx oZx ~ S
/y(x)dx — COSX sinx —In|cosx| In|sinx|
paire/impaire impaire paire impaire impaire
! | Yt| cotgx |
I | |
| 1 |
i | 2 |
' [ [
| | 1 4 |
| |
| |
L =Tt |TT X
_om : |
| |
| 1 4 | I
| |
|
| | i
I AT I '
| | |
| I |
I sl L I I
FIGURE B.12

B.4.3 Fonctions trigonongtriques inverses.

Les fonctions trigonométriques inverses sont définiedesiensembles des valeurs

des fonctions directes mais prennent leurs valeurs danstenvalle de largeunt

seulement. Par le théoreme des fonctions réciproqlles,sont continlment dérivables

sur l'intérieur de leur intervalle de définition.
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y=arcsirx | y=arcox | y=arctgx |y= arcotgx

X e [—1,1] [—1,1] R R

ye [_T[/27 T[/Z] [O7T[] ] - T[/27 T[/Z[ ]07 T[[
continu sur —1,1] [—1,1] R R
dérivable sur| |—1,1] |—1,1] R R
1 1 1 1

Y 12 | J1x2 1+x2 1+

paire/impaire|| impaire impaire

Remarquons que les dérivées des fonctions arcsin et ssobepposées. On a en fait

Tt :
arcos= - —arcsin vx e [-1,1] (B.86)
De méme, -
arcotgx = >~ arctgxvx € R (B.87)
y  arcsirx
............................ O
? P
///
4
1 | | | | | | X
f T T T T T T
-4 -3 -2 -1 1 2 3

-

FIGURE B.13
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-~ -

FIGURE B.14

Jusqu’ici, nous avons défini les fonctions trigonomeéieis| d’'un point de vue
strictement analytique. Nous allons maintenant montrerlga définitions données sont
conformes a l'interprétation géométrique habituejie veut que le couplécosd, sind)
représente les coordonnéesty du point obtenu en portant une distaricée long du

cercle unité en partant d&,0) et en adoptant le sens anti-horlogique comme sens positif
(Fig. B.15).

<

(cosh, sinB)
X=14/1—y?
9 X
(1,07
FIGURE B.15

Pour 0< 6 < 11/2, on peut calculer la longueur de la portion de cercle sitrére 0
et0 en considérant qu'il s'agit de la partie du graphe de lafiong(y) = /1 — Y2 situé
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entrey = 0 ety = sin®. Il vient donc

2
sin@ sin@
e:/ \/1+’2d:/ 14— )4
A gy)sdy= | J ( 12

sin@
0 1—y?2

sin@

= larcsiry] =0
0

La définition analytique est donc conforme a la définig@omeétrique classique.

B.4.4 Applications de I'exponentielle imaginaire.

L'utilisation de la forme exponentielle imaginaire sinfidiégalement I'arithmétique
dans le plan complexe. Tout nombre complexex+ iy peut étre mis sous la forme

z=x+iy=re® ou r=|7 (B.88)
et y n
tg0 = < Six# 0, ezsigne{y)é six=0 (B.89)
y=1[0z
_ Y _ y
0= arcth+T[ e_arctgx
x=0Uz

y y

— arctg> — — arctg>

8 =arc gx T 0 =arc gx

FIGURE B.16 - Argument d’'un nombre complexe.

Sizy =r1€% etz, =r,€%, il vient

z=rie'® (B.90)
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N0 = rlrgei(el+62) (B.91)
i—; — :—;é@l—ez) (B.92)

En raison de son comportememt particulier lors de sa déivau de son intégration,
I'exponentielle imaginaire simplifie @galement le caldelcertaines dérivées et intégrales.

EXEMPLE B.1

%(e@*‘”)x = (3+4i)eBH4X = (34 4i)e¥(cos &+ i sin 4)

Des lors, en indentifiant les parties réelle et imaginaire

d .
&GSXCOSLK = e¥(3cos & — 4sin&)

et
d . .
&e"‘xsm 4x = €*(3sin 4+ 4cos &)

EXeEMPLE B.2 Calculons la primitive
/eaxcosbxdx
Pour ce faire, on peut considérer I'integrand commetétapartie réelle de
e ePX — e®(cosbx+ i sinbx)

Or,

/ (atib)x e(a+ib)x
e dx= — 4C
a-+ib

= %(cosbwr isinbx)(a—ib)+c

Des lors, la primitive recherchée est donnée par lagegtlle de la primitive précédente, soit
/eaxcosbxdx: i(acosbx+ bsinbx) + ¢,
a2+ b2
En bonus, on obtient aussi

/eaxsinbxdx: (asinbx— bcosbx) + ¢,

a+bp?

Enfin, I'exponentielle imaginaire constitue une facagstélégante de représenter un
signal ou un processus harmonique. L'écriture d'un sigmalisoidal ou cosinusoidal
en fonction de I'exponentielle imaginaire permet en effettcansformer des relations
differentielles ou intégrales en relations algébrmjaatre les amplitudes des signaux.
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EXemMPLE B.3 Un circuit électrique RLC série est composé d'unsistanceR, d'une self
d’inductancel et d'un condensateur de capadit@lacés en série (Fig. B.17).

R L C
ANt
u(t)
FIGUREB.17

La difference de potentiel aux bornes du circuit est denpé la somme des difféerences de
potentiel aux bornes des differents élements, soit

. d. 1.
=R L =
u(t) = Rit) + L (V) + = /l(t)dt
Lorsque ce circuit est parcouru par un courant alterm@dif= | coswt, u(t) est donné par

: I
u(t) = Rlcoswt — ILw sinwt + — sinwt
wC

et est donc également alternative avec la méme pulsation.
On peut simplifier le calcul et la représentationude en exprimant le courant électrique sous
la forme®
i(t) =0l1e“t

Dans ce cas,

. . 1 .
ut) = 0 RIE +jwll et 4 ——] el
(t) { +jw +ch

1 .
pu— i —_— JWt
O { <R+ jwl + ij> le }

La difference de potentiel est donc également de la forme
u(t) = OU et
ouU est 'amplitude complexe de la difference de potentiebcav
U=1~Z7I
ou

. 1
Z=R L+-+——=
+ Jw +ij

5. Afin d’éviter la confusion avec le courant électriq(g, I'unité imaginaire est généralement nojee
dans le contexte de I'électricité.
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est appelée Impédance complexdu systeme. Ainsi donc, on a pu transformer la dépendance
analytique complexe entrgt) eti(t) par une relation algébrique entre les amplitudes complexe
U etl qui est 'analogue de la loi d’Ohm dans le cas de sighauxreltés.

Si on écritZ en fonction de I'exponentielle imaginaire,

wk—1/wC

. 1\2
Z=|z|e?® ol Z| =1 /R2 L—— ) ettgd=
z z \/ ot ) et =

il vient
u(t) =11Z|cogwt +¢)
¢ est le déphasage entre le courant et la tension. L'amplities variations de la tension dépend

du module deZ et donc de la pulsatiow (= 21/T ou T est la période et T la frequence) a
laquelle on travaille. La valeur minimale deintervient lorsquesL = 1/wC, soit

1
VLC
Ceci signifie que le circuit a tendance a laisser passaerdesants électriques dont la fréquence

est voisine devp/21T mais s’oppose au passage des courants électriques deapliesdu de plus
basse fréquence.

wo =

B.5 Rapport entre les fonctions circulaires et
hyperboliques.

En comparant les définitions des fonctions circulaires ygiehboliques, on peut
définir, pour touix € R,

—X
COSIX = ex+2e = chx (B.93)
De méme
. Xt
sinix = =ishx (B.94)
Inversement,
chix = cosx (B.95)
shix =i sinx (B.96)

Ces relations permettent de passer aisément d’une fageilfenctions a I'autre afin,
par exemple, de travailler toujours avec des argumenis deeces fonctions.



