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université MATHO0002 - ANALYSE MATHEMATIQUE 1
EXAMEN

Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de I'épreuve : 4 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

1.

ii.

iii.

iv.

Définissez mathématiquement lim f(x) = a ol a et xy € R.
X—rX0

En exploitant la formule de Taylor, déterminez une approximation du second ordre de la dérivée
seconde d’une fonction réelle 7" au point zg en vous appuyant sur des mesures ponctuelles de
T(z0), T(z0 +Az) et T(zo — Az), i.e. déterminez les coefficients a., B et 7 tels que

T"(20) = T (20 — Az) + BT (z0) + YT (20 + A2) + O(AZY),  (Az—0)

Quelles hypotheses doit-on formuler sur 7 pour que cette expression soit valable ?

On considere le probleme différentiel

Y'(6)+2y/(t) +y(t) = Bsin(wr),  y(0)=0, ¥(0)=0
ou [ et w sont des constantes strictement positives.

(a) Justifiez I’existence et I’unicité de la solution sur R.

(b) Existe-t-il des valeurs de [ et w pour lesquelles la solution y(¢) n’est pas bornée sur [0, +oo[ ?
Justifiez.

On considere un ballon-sonde se déplacant dans I’atmosphere pour mesurer la température de
I’air. Sa position est donnée a I’instant 7 par les coordonnées cartésiennes x(z), y(¢) et z(z).

(a) Si la distribution de la température dans 1’atmosphere est donnée par 7 (x,y,z,t), exprimez
le taux de variation temporelle de la température mesurée par le thermometre porté par le
ballon-sonde. Sous quelle(s) hypotheses(s) cette expression peut-elle étre justifiée ?

(b) Exprimez le taux de variation temporelle de la température calculé en (a) en faisant apparaitre
le gradient de température et la vitesse v = xe, + ye, + Ze, du ballon-sonde.

. Exprimez en francais et démontrez 1’égalité

V- (VA =0

ot f désigne un champ vectoriel défini sur R3. Précisez 1’hypothése sur la fonction f assurant la
validité de la formule.



20

On se propose de déterminer la forme y(x) prise par un cable électrique suspendu entre deux pylones
espacés d’une distance 2/¢. Les deux extrémités du cable sont attachées a une hauteur H au-dessus du sol.
La fonction y(x) vérifie I’équation différentielle

y// — F;_g /1 +y/2
0

ou les constantes strictement positives p, g et Ty désignent respectivement la masse par unité de longueur
du céble, la norme de I’accélération de la pesanteur et la tension dans le cable en x = 0.

i. Exprimez mathématiquement les conditions auxiliaires correspondant au probleme posé.

ii. Déterminez la solution y(x) du probleme différentiel en remarquant que, puisque la fonction y
n’apparait pas telle quelle dans 1’équation, il est judicieux de poser y = v.

Question III

Dans les méthodes numériques d’optimisation dites par région de confiance, on approche
itérativement le minimum d’une fonction cible f par la résolution d’une suite de sous-probléemes
simplifiés. Ces sous-problemes impliquent typiquement la recherche du minimum d’une approximation
quadratique m(x) de f(x) a I’intérieur d’une boule dont le rayon p, appelé le rayon de confiance, varie
avec la qualité de 1’approximation.

On considere un probleme bi-dimensionnel de ce type. En discutant en fonction de p > 0, déterminez
la position et la valeur du minimum absolu de

m(x,y) = 3x+x* — 3y —xy+)*

dans la région de confiance R(p) = {(x,y) € R*: /x2+y2 <p}.



SOLUTION TYPE

i. L’expression lim f(x) = a ol a et xo € R peut étre traduite mathématiquement par
X—X0

(Ve>0)(38>0)(Vxedomf:0< |x—xo| <8):|f(x)—a| <€

ou dom f désigne le domaine de définition de la fonction f.
ii. Par la formule de Taylor, on a
1
T(z)=T(z0)+ T’(Z())(Z —20)+ ETN(ZO)(Z — ZO)Z

+ éTW(Zo)(Z—Zo)3 +0(lz—2]"), (2= 2)

Posant Az = z— zp, on en tire

1
T(z0+Az) = T(z0) + T (20)Az + ET”(ZO)AZZ

1
+ ET”/(ZO)AZ3 +0 (Az4) , (Az—0)

De méme, on a

1
T(z0—Az) = T(z0) — T'(z0)Az + ET”(ZO)AZZ

1
— 6T”/(ZO)AZ3 +0 (Az4) , (Az—0)

En additionnant membre a membre ces deux expressions, on obtient

T(z0+Az) + T(z0 — Az) = 2T (z0) + T"(20)A2* + O (AZ*),  (Az—0)

Finalement,
T"(20) = ﬁT(ZO —Az) - i2T(Zo) + %T(ZO +Az)+0(AZ), (Az—0)
¥4 Az Az
qui correspond au résultat annoncé pour
1 2 1

“Saa PETaa o 1m g
La validité de ce résultat est limitée par la validité de I’expression de la formule de Taylor ci-
dessus. I suffit donc que T (qui est réelle) soit quatre fois continlment dérivable au voisinage de
20-
iii. (a) L’équation différentielle
Y(£)+2y(t) + y(t) = Psin(wr)
est une équation linéaire du deuxieme ordre dont les coefficients et le terme indépendant sont
continus sur R. Elle est assortie de 2 conditions de Cauchy (y(0) = 0 et y'(0) = 0) données
enx=0¢eR.
Le théoréme d’existence et unicité garantit donc D’existence d’une solution unique
appartenant a C;(R).
(b) L’équation différentielle
Y'(£) +2y(t) + y(t) = Bsin(wr)
est linéaire et non homogene. Sa solution générale y(z) est donc la somme de la solution
générale y,(r) de I’équation homogene associée et d’une solution particuliere y,(r) de
I’équation non homogene.
L’équation homogene
Y'+2y +y=0



iv. (a)

(b)

étant linéaire a coefficients constants, nous considérons le polyndme caractéristique associé
L) =722 +2z+1=(z+1)
qui possede le zéro double z = —1. La solution générale de I’équation homogene s’écrit alors
yu(t) = (Cit+Cy)e™”

ou C; et C, sont des constantes. La présence de I’exponentielle décroissante nous apprend
que cette partie de la solution est toujours bornée sur [0, +co].

Puisque I’équation est linéaire a coefficients réels constants et que le second membre
Bsin(wt) =3 [Be’“’t] est la partie imaginaire d’une expression du type exponentielle-
polyndme, 1’équation possede une solution particuliere de la forme

yp(t) =3 [K1* '] = F[K (coswt + isinwt)]

ou K est une constante et o0 = 0 est la multiplicité de iw comme zéro du polyndome
caractéristique L(z). Cette solution particuliere est également toujours bornée sur [0, +oo].
En conclusion, il n’existe aucun couple (B,w) pour lequel la solution serait non bornée sur
[0, +ee].

Le thermometre porté par le ballon-sonde indique une température

Par application du théoreme de dérivation des fonctions composées, le taux de variation
temporelle de la température mesurée par le thermometre porté par le ballon-sonde est donné

par
dT dT dx JTdy dTdz dT

@ " axdi Toyar Tozar o
ou les dérivées partielles de T doivent étre évaluées au point [x(¢),y(t),z(t),t]. Cette
expression du taux de variation temporelle est valable sur tout ouvert 2 C R sur lequel les
fonctions x, y et z sont dérivables et tel que T est continiment dérivable sur un ouvert w C R*
pour lequel [x(¢),y(t),z(t),t] € w pour tout £ € 2.

Si on introduit le gradient de la température

oT oT oT

VT = aex—k a—yey—i— a—zeZ
et la vitesse du ballon-sonde
; . . dx dy dz
vV = xe, +ye, +ze; = Eex + Eey + Eez

le taux de variation temporelle déterminé ci-dessus s’écrit aussi

dT oT
= _VT. -
dt vt ot

v. Larelation V- (V Af) = 0 se lit “La divergence du rotationnel du champ vectoriel f est nulle.”.

Le rotationnel du champ vectoriel f s’écrit

_ (9 9% ofx _ 9f: ofy _ 9fe
V/\f_<8y az>ex+<az 8x>ey+<8x 8y>ez

Par définition de la divergence du champ vectoriel g, on sait que

_ 0g: 98 | 98

V-g—a—k dy + 0z
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On a donc
_ 9 (9 9K\, 9 (of 9f\, 9 (of I
V'(V“)_ax<ay_az o\ wn)Tum\a

_ P P P P P Pf
~ 0xdy 0xdz Oydz Oyox 0z0x 0zdy

ou I’égalité des dérivées partielles d’ordre 2 qui ne different que par ’ordre dans lequel les
dérivées sont évaluées peut étre justifiée par I’hypothése f € C>(R?).

i. La position du cable est connue aux deux extrémités, soit y(¢) = H et y(—¢) = H.

ii. L”équation
n_ P8
Y=y
0
est une équation différentielle non linéaire du second ordre. Nous remarquons que y est absent et
qu’en posant y' = v, cette équation devient

/

v pg
Vi+v: T

Il s’agit d’une équation du premier ordre a variables séparables de sorte que sa solution générale
est définie par
dv pg

= | =dx+C
V142 To !
c’est-a-dire par
P8
arcshy = —= x+ C;
Ty

Ainsi,

v=) =sh <2,—f x+C1>

et, en primitivant cette expression,

_To . (P8
y(x) = og ch (To x+C1> + G

Les constantes C; et C, peuvent étre déterminées par les conditions limites, soit

H=y(t)= "

= ch<%€+cl>+C2
pg Ty

®

Ty pg
H=y(—0)=—=ch| -2/
y(=¢) ng< T +C1>+C2

De ces équations, on tire

pPg pPg
h{=/¢+C,|=ch|-—7Z/(+C
c < T + 1> c < T + 1>
Vu la parité de la fonction ch, cette égalité est réalisée si

—1+C =i<——€+C1>



C’est le cas si

%Ez—p—gé ousi Cy=-C;

To Ty
La premiere égalité est toujours fausse et la deuxieme donne C; = 0. Par ailleurs, si C; = 0, ()

conduit a .
C=—%ch <p—g E) +H
pg Ty

En conclusion, la solution unique vérifiant les conditions auxiliaires est donnée par

- B[ (5) - () o

et elle détermine la forme prise par le céble.

Question III

La fonction
m(x,y) = 3x+x2— 3y—xy+y2

est continue sur le compact (le disque)

R(p) ={(x,y) eR*: \/x2+)2 <p}

Elle y réalise donc ses bornes supérieure et inférieure et I’existence du minimum absolu est
garantie. La fonction m étant dérivable en tout point, le minimum recherché doit figurer parmi les
points stationnaires de m ou appartenir a la frontiere de R(p).

Recherchons les points stationnaires de la fonction m(x,y). Ces points sont solutions de

Vm=0

c’est-a-dire du systeme

)

3420y =0

ox

)

o 3 x+2y=0

dy

Ajoutant 2 fois la deuxieéme équation a la premicre, on obtient
342x—y—6—2x+4y=-34+3y=0

soit y =1 et donc x = —1. Le point (—1, 1) est le seul point stationnaire de m.
Pour connaitre la nature du point stationnaire, il suffit de calculer la matrice hessienne.

*m  ’m

w | .
Hixy) = -(2 3)

n

oxdy  dy?

En vertu du Critere de Sylvester, puisque H est symétrique et que
H =2>0,

H2:4—]:3>0,

la matrice hessienne est définie positive en tout point et, en particulier, au point
stationnaire (—1,1). Il sagit donc du minimum absolu de la fonction m(x,y) sur R2.

Il y a alors deux cas a considérer selon que le point (—1, 1) appartient ou non a R(p).



e Soit ce point se trouve dans le disque de rayon p. C’est le cas si
(1) +(1)* <p?
donc si

p>V2

Le minimum absolu recherché se trouve alors en (—1,1) et la fonction y prend la valeur
minimale m(—1,1) = 3.

e Soit ce point se trouve 2 1’extérieur du disque. C’est le cas si p < v/2. Dans ce cas, il n’y a
pas de point stationnaire dans R(p) et le minimum recherché doit se trouver sur la frontiere
du disque, c’est-a-dire sur le cercle

2yt =p?
Nous sommes alors confrontés a la recherche du minimum de m(x,y) sous la contrainte
glxy) =2 +y*=p*=0
Construisons le Lagrangien
L(x,y, ) = m(x,y) = Ag(x,y) = 3x+x" =3y —xy+3* = A(¥* +* — p?)

Les fonctions m et g sont différentiables sur R2 et, sur le cercle,

d 9
Vg(x,y) = a—iex + a—iey = 2xe, +2ye, # 0

Le minimum recherché se trouve donc parmi les points stationnaires du Lagrangien. Ces
points sont solutions de

VL=0
IIs vérifient donc le systeme
(
oL
— =34+2x—y—2Xx=0 (D
ox
oL
—=-3—-x+2y—2ky=0 (2)
dy
oL 2 .2 2y
S ) =0 ®

Effectuant (1)-y— (2) - x, on obtient

3y 4 2xy — y* — 2Axy + 3x 4+ x% — 2yx + 2Axy = 0

soit
3(r+y)+ (¢ =y = (x+y)3+x-y) =0
e Une premiere solution est x = —y pour laquelle I’équation (3) donne
PP —pP=0
soit
x= ii

On a donc les deux points stationnaires

(3 e (5%



e Une deuxieme solution est x —y = —3 pour laquelle 1’équation (3) donne
=3+ —p*=0

soit
2" —6y+(9—p*) =0

dont le discriminant A est négatif pour p < v/2. En effet, dans ce cas,
A=36—-4-2-(9—p?) = —36+8p> < —20

Cette solution ne donne donc aucun point stationnaire.

Evaluons la fonction 2 minimiser aux points ().

(35) o

En comparant les deux valeurs obtenues, nous pouvons conclure que le minimum absolu se
trouve, dans ce cas, en

<_L L)
V2 V2
En conclusion,

o sip< /2 : le minimum se trouve en

p P . p P 3p?
—_—, = = | = -3V2
< N \/_> ol m( NG \/_> p
e sip>+/2:le minimum se trouve en (—1,1) et m(—1,1) = —3.

Les deux solutions se raccordent continiiment quand p = v/2.



