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MATHO0002-4 - ANALYSE MATHEMATIQUE 1

. EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 3 heures et demie.

Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Répondez aux di#fentes questions sur des feuillé&paiées.

Indiquez sur chacune de vos feuilles voineméro d'ordre votre nom de famille en
MAJUSCULES et votre pnom en minuscules.

Rendez le carton avec votre néra d’ordre en néme temps que vos copies.

i. Si f € C3(R) présente un maximum eq, peut-on affirmer qud” (xp) < 0? Justifiez.

ii. Sify1 etf,sont dérivables suR et telles quef; ~ f, pourx — 0, peut-on affirmer qué ~ f/ au
voisinage de 07? Justifiez.

iii. En utilisant le développement de Taylor de la foncti@elle f € C4(R), déterminez les parametres
a, B ety pour obtenir une approximation de la dérivée secondé elea € R de la forme

(@) =a f(a—A)+B f(a) +y f(a+A)+0(A?), (A—0)
iv. Montrez que sif;, f, et f3 sont dérivables suR, alors
F (X1, %2, %3) = f1(x1) + fa(X2) + fa(Xa)
est differentiable suR3.

v. Etablissez la relation
O-(Onf)=0

ouf désigne un champ vectoriel défini SRif.
Précisez I'hypothése sur la fonctibmssurant la validité de la formule.

Tournez la page.



Question I

On considere le circuit électriqu®L, représenté ci-contre,
constitué d’une résistance et d’'une self placées dn.dén tel i(t) R ©
circuit est parfois utilisé dans les colonnes de hautepasl pour

: g

sélectionner les frequences a transmettre. Vi(t)
On applique une tension électriqugt) aux bornes du circuit et
on mesure la tensiov_(t) aux bornes de la self. Celles-ci son
liées par les équations o o

di . di
G RiO+LG =Vi()

VL()

VL(t) =L =

ou RetL sont des constantes strictement positives a{tgidésigne le courant électrique circulant dans le
circuit. A l'instant initial, le courant électrique est nul.

i. Déterminez le courani(t) et la tension de sorti®, (t) si on appligue une tension alternative
Vi(t) = Esinwt (oU E etw sont des constantes strictement positives) aux bornesalutci

ii. Déterminez I'expression de la tension de sovi¢t) en fonction devi(t) si on applique une tension
Vi(t) continue quelconque aux bornes du circuit.

Question IlI

On considere la fonctiof(x,y,z) = xyzet 'ensemble

2 7
Ec={(xy,2 €R3:x>0,y>0, x2+yz+§ <C}
i. EsquisseZ; (c'est-a-direEc dans le cas oG = 1).
ii. Déterminez les valeurs minimale et maximale flsur E;. En quels points ces valeurs sont-elles
atteintes ?
iii. Soit F(C) la valeur maximale dé sur 'ensembléc. Que vaut'(1) ?



SOLUTION

i. Si f € C3(R) présente un maximum eg@, on ne peut pas affirmer qué(xg) < 0 comme le montre
le contre-exemple de la fonctidi{x) = —x* € C3(RR). En effet, cette fonction présente un maximum
enx =0 mais est telle qué”(0) = 0.

ii. L'énoncé est faux comme le montre le contre-exemplestitué par les fonctions
f1x)=1+x et  f(x)=1+x
D’une part, ces fonctions vérifient les hypotheses pugigs sont dérivables sk et que

f
jim 200 iy 15X
x-0 fa(X)  x=01+X2

de sorte qud; ~ f, pourx — 0.
D’autre part, ces fonctions ne vérifient pas la thése mgisq

fi(x) =1, f3(x)=2x

et
142x, (x—0)

iii. Ecrivons le développement de Taylor de la fonctibau voisinage de. Puisquef € Cs(R), ce
développement peut s’écrire sous la forme

N2 A3
f(at+A) = f(a)+Af’(a)+§f”(a)+§f(3)(a)+O(A4), (A —0)
De méme,
N2 A3
f(a—A):f(a)—Af’(a)+5f”(a)—§f<3>(a)+om4), (A —0)

En additionnant membre a membre, on obtient
AZ
fa+d)+fla—b)=2f(a) +2-; (@) +0O(A%), (A—0)

et en résolvant par rapportfd(a), il vient

_f@tn)  fa-b) ,f@ , onY

f”(a)_ A2 A2 -2 A2 A2
fla+A fla—A f(a
— (AZ ) 4 (AZ )—2é2)+O(A2), (A —0)

Cette expression correspond a la forme
f’(a)=a f(a—A)+B f(a)+yf(a+A)+0(A%), (A—0).

. ré i 1 2 1
donnée dans I'énoncé avec= Az’ B= A2 ety= Az
iv. La fonction

F (X1, %2, %3) = f1(x1) + fa(X2) + fa(Xs)

est differentiable suR3 car



e F est dérivable suR?® avec, quel que soite {1, 2, 3},

a—Xi(Xl,Xz,Xs) = f/(x)
puisquef; est dérivable;
e posantx = (X1,X2,%3) eth = (hy,hp,h3), on a, en exploitant la forme des dérivées partielles de
F,
3 oF 3
F(x+h)—F(x)— hiO_Xi(X) Zl[fi(XiJrhi)—fi(Xi)—hifi’(Xa)]
. = .=
lim = lim =0
h—0 h| h—0 h|

puisque, tenant compte ¢g| < |h|,

3

Zl i+ hi) = fi(x) — hi f{ (x)]
[h|

[hil

=l
fi (%

fi (% +hi) — fi(x)
hi

() = i)
e

IN

- 1)

Ww LMw

IN

et que, les fonction$; étant dérivables,
i) = fid) ]
ﬁ%[ h — )| =0
v. Par définition du rotationnel du champ vectofiebn sait que
of, ofy ofx 0f; af, 0fy
OAf=(=-=2 - - == -2 -
" <ay az>ex+<az 6x>ey+<ax ay ) &

Par définition de la divergence du champ vectagjedn sait que

ox oy o0z

0 (of, afy 0 [/ofy 0f, o0 [ofy ofy
<m”aX®‘E)%Kw &>UX&‘W>
A A A AT
~ Oxdy O0x0z O0ydz 0yox 0z0x 0z0y

0-g=

On adonc

=0

ou I'égalité des dérivées partielles d’ordre 2 qui iiféédent que par I'ordre dans lequel les dérivéees
sont évaluées peut &tre justifiee par I'hypothseC,(R3).

Question I

L'équation
. di
Ri(t)+L— =Vt
peut s'écrire sous la forme canonique
di R Vi(t)
a T



Cette équation différentielle est linéaire et non hodmey Sa solution généraié) est donc la
somme de la solution général4t) de I'equation homogeéne associée et d’une solutionquditre
iP(t) de I'équation non homogene.

L'équation homogene a coefficients constants asseoEeeit

di R
—+—i=0
at L
et admet pour polyndme caractéristique
R
L(Z)=2z+—
@ =2+

dont le seul zéro estR/L.
La solution générale de cette équation homogéneistémnc

i"t) =Ce RV

ouC est une constante.

i. Silatension d’entrée est alternative, de la fovig) = E sinwt, on peut rechercher une solution
particuliere de la forme
iP(t) = C1coswt + Cysinwt

ou C; et C, sont des constantes a déterminer. En introduisant lai@oluans I'équation
differentielle, on obtient

. R R . E .
—Cyw sinwt 4+ Cyw coswt +C1E coswt +C2E sinwt = T sinwt

Les constantes vérifient donc les relations

E
—C Co—=—
1w + 20T L
R
C2(4)-|—C1E =0
ce qui conduit a
c —Elw
1= R 22
ER
C pu—
2T Ry w212

La solution particuliere recherchée prend dés lors iméo

iP(t) = RZ + 2 2

La solution générale de I'équation non homogene #'ators

(Rsinwt —wL coswt)

. E .
i) _CeRUL +m(Rsmwt—wLCO$wt)
w

La condition initialei(0) = 0 conduit a identifier

ELw
C=——-—
RZ—{—wZLZ
Finalement, on obtient donc
, Elw _RUL E .
|(t):me / +m(Rsmwt—cho&ut)
o di ELRwv
| —
Vt)=L—=——— " eRVLL__—"" (Rcosut L sinwt
L0 =15 = Rrwr Rt o2 Fuwlsinut)

L'expression dé&/ (t) peut aussi etre obtenue au moyen de la relation
VL(t) = Vi(t) - Ri(t)
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ii. Si la tension d'entréeVi(t) est une fonction quelconque continue $uron peut chercher

une solution particuliere par la méthode de variation ctasstantes ou, de fagcon équivalente,
rechercher une solution de la forme

iP(t) = B(t)e RYL
On a, en substituant cette solution dans I'équation difféelle,

d_Beth/L _ﬂ?eth/L+ﬂ?eth/L R0

dt L L L
soit 4B Vi(t)
22 Vilt) Rt/L
dt L ¢
et donc

B(t) :/\@em/L dt

ce qui donne, en choisissant la primitive qui s’annulé¢ erD,

iPit) = eRt/L/t Vi_l(_”) eRUL 4y
0

La solution générale de I'équation non homogene &'ators

i(t) = CeF“/LjLeRt/L/t Vi—l(_u) RYL dy
0

La condition initialei(0) = 0 donne directemer = 0O et

i) =e it [V g gy
0

puis, finalement,
: R _RriL [ Ru/L
WL(D) =Vi(t) = Ri(t) = Vi(t) — e //o\/i(u)e WL du

L'expression dé&/ (t) peut aussi étre obtenue au moyen de la relation

di

soit
VL (t) = —Re RUL /t Vi) Ryt du+Le RVL Vi—Et) eRvL
0

L
=Vi(t) - B(—:AF“/'-/t\/-(u) eRYL du
— Vi L 0 |



Question Il

i. LensembleE; correspond au volume délimité par les plans
de coordonnéeg = 0 ety = 0, ainsi que par l'ellipsoide
d’équation 2 7

2

X'+:I+“§——1
qui est centré a l'origine et dont les demi-axes ont des
longueurs égales a 1, 2 et 3 respectivement selon OX, OY
et OZ. Il peut donc étre représenté comme ci-contre.
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ii. Comme la fonctionf est continue sur le compagi, elle y atteint nécessairement son maximum
et son minimum, ce qui assure l'existence de ces derniersplide puisque cette fonction est
indéfiniment continiment dérivable si?, donc surE;, le maximum et le minimum recherchés

se trouvent nécessairement soit parmi les points statimsdef situés a l'intérieur d&,, soit sur
la frontiére deg;.

Etude des points stationnaires def
Les points stationnaires devérifient

of

FV =yz=0
Of=0 soit a—f:xzzo

oy

of

o =xy=0

et correspondent donc aux points dont au moins deux cooedsnsont nulles. Les points
stationnaires appartenantEa étant caractérisés paret/ouy = 0, ils sont situés sur la frontiere
deE;.

Lafonctionf s’annule en ces points stationnaires alors fipeend des valeurs strictement positives
sur la partie d&; située dans le demi-espace 0 et des valeurs strictement négatives sur la partie de

E; avecz < 0. Les points stationnaires ne peuvent donc correspon@iemaximum ni au minimum
de f Surkj.

Etude des points de la frontere deE;
La frontiere deg; est constituée de trois surfaces, a savoir

s1={(0y,2) €R3:y2 0, %4—% <1}, S2 = {(x,0,2) €R3:X20, X2+§ <1
et
Y2
S3={(xy,2) €R*:x>0,y>0, X+ + 5 =1}

dont les deux premiéres contiennent des points en leslgueisction f s’annule et ou la fonctiorf
ne peut donc présenter ses valeurs extrémales. Le minghlen/maximum recherchés ne se trouvent
donc ni surSy, ni sur.S$,, mais bien suss.



Le minimum et le maximum dé sur $3 peuvent &tre recherchés parmi les solutions du probleme
d’optimisation
max. (resp. min.) dé(x,y,z) = xyz

P 2

. Y é_ _
s.c.g(x,y,z)_x+4+9 1=0

pour lesquellesx > 0 ety > 0 (les points tels quex = 0 ouy = 0 ayant déja &té considérés
précédemment puisque ce sont des points$;dsi S»).

Commef et g sont differentiables suR® (puisque ces fonctions sont indéfiniment continiment
dérivables suR?3) et comme

2z
0g = 2xex+ %eer Eeﬁé 0

sur Sz, toute solution deP; se trouve parmi les points stationnaires du Lagrangien

2
L(X7y7 Zv)\) = f(X7y7 Z) - }\g(xvyv Z) = Xyz_)\ <X2+ yz + é - 1)

Ceux-ci verifient

%:yz—zxx:o
g—;:xz—%yzo
%:xy—%z:o
%-—( 2+y742+§—1> =0

Les deux premieres équations menent a

2X .
L T N
2X y

et, puisque,y > 0, les solutions pour lesquelles- 0 peuvent étre écartées vu la troisieme équation,
ce qui conduit a

y=2X (le casy = —2x étant a rejeter puisqueety sont de méme signe
En tenant compte de la premiére équation pour élimirge la troisieme, on obtient

Z .
Xy — YZ _0 ouencore Z=9¢ soit z— +3x
9x

de sorte que la derniere équation équivaut finalement a
: 3
3 =1 soit x= % (vu quex > 0)

Les points stationnaires du Lagrangien sont donc

(X1,Y1,21,A1) = (?,%ﬁ,—ﬁ,—@)

et

(X2,¥2,22,A2) = (?,Z—f,\/é, \/é) .

8



Vu ce qui précéde, nous sommes assurés de I'existenceniimum et du maximum recherchés et
de leur présence parmi ces points. Il suffit dés lors de emenpes valeurs prises par fonctiéren
ces points. On constate que

V3 23 23 (V323 .\ 23
f(?’T’_\/é>:_T<f<?’T’\/§>:T

et on conclut finalement que la fonctidrposséde
e un minimum en(x,y1,z) = (v/3/3,2v/3/3,—+/3), en lequel elle prend la valeur2y/3/3;

e un maximum er(x,y»,z) = (v/3/3,2v/3/3,v/3), en lequel elle prend la valeur/3/3.

iii. Un raisonnement identique au précédent permet deloos que le maximum dé surEc sera la
solution du probleme d’optimisation

max. def(x,y,z) = xyz
y  Z
s. c.g(x,y,2) :X2+Z+§ -C=0

c'est-a-dire un des points stationnaires du Lagrangien

2
L(Xayaza)\) = f(X,y,Z) —)\g(xayaz) = Xyz—)\ <X2+ yz + é —C>

Or, si on note ce point stationnaife”,y*,z*,A*), le multiplicateur de Lagrangk* correspond a
F’(C) ou F(C) désigne la valeur maximale desur 'ensembleEc. Ainsi, vu le point précédent,
puisque le multiplicateur de Lagrange correspondant aumrmar du probleme?: lorsqueC = 1
estA* = A, on a directement

F'(1)=X=V3



