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université MATHOOO2 - ANALYSE MATHEMATIQUE 1

.. EXAMEN
Prof. Eric J.JM.DELHEZ

Durée de I'épreuve : 4 heures.

Cet examen est a livre ouvert. Les calculatrices sont asdes.

Répondez aux différentes questions sur des feuilles sparé

Indiquez lisiblement votre NOM en majuscules suivi de vetEnom en minuscules dans le
coin supérieur gauche de chaque fateumérotez-la.

e Si vous ne répondez pas a une question, rendez une feuillehglgoour cette question avec
votre NOM et votre Prénom.

e \/os copies doivent impérativement étre transmises au fopafaen quatre fichiers distincts
correspondant aux quatre questions de cet examen et donhdess sont construits
sur le modéle NOM_Prenom_Q1.pdf, NOM_Prenom_Q2.pdf, N@&hom_Q3.pdf et
NOM_Prenom_Q4.pdf.
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i. Si a0 O(x9), (X — +00), peut-on affirmer qugﬁﬂor‘pf (X) = 0 ? Justifiez.

)

ii. Le taux de croissancgd’une culture d’algues dépend de la tempéraiuet de la concentration des
nutrimentsN par une relation du typp= p(T,N). SIT =T(x,y,zt) etN = N(x,y,zt) oux, y, etz
désignent les trois coordonnées de I'espace ¢tastile temps, déterminez I'expression de

M
57 00 MOzt =u[T(xy21),N(xy,z)

Sous quelles hypothéses ce résultat peut-il étre justifié ?

iii. Les fonctionsy;(x) = € et y»(x) = x constituent-elles un ensemble fondamental de solutions de
I'équation(1— x)y” +xy —y = 0 sur|0, 1] ? Justifiez.

iv. La fonction f(x) = 1+ x+ € admet-elle une fonction réciproqug € C;(R) ? Justifiez. Dans
I'affirmative, que vaut/(2) ?

v. Dans le cas particulier du= f(x), f étant contindment dérivable sur tout I'espaceg est un vecteur
constant paralléle &, évaluez les deux membres de la relation

Of-g) =fA(OAQ)+gA (OAf)+ (f-0)g+ (g- O)f

et vérifiez I'égalité.



i. Déterminez le polyndme de Tayldh(x) de degré 2 erix— 1) qui approche la fonctiori (x) = Inx
au voisinage da = 1. Précisez pour quelles valeursxdeette approximation est valable. Justifiez.

ii. Déterminez I'expression de I'erret®,(x) associée a I'approximation dex) par 2,(x) sur[1,1+ ]
ouu> 0.

ii. Déterminez la plus grande valeur de- 0 pour laquelle le polyndm,(x) approchef (x) sur[1,1+u]
avec une erreur absolue inférieure 210

On considére le probléme différentiel

V(1) + dy(t) = — =

sinZ

y(1/4) =0, y(m/4)=0

i. Dans quel intervalle peut-on assurer I'existence etitié de la solution ? Justifiez.
ii. Déterminez la solution du probléme différentiel dansingervalle.

On recherche le minimum desur le domaine
E={(xY,2) €R3:x+y+2z=c, ¥ +y*—4z=0}

ou c désigne une constante.

i. EsquisseZ dans le cas oo =7.
ii. Déterminez la position et la valeur du minimum dans le@as = 7.

iii. Soit m(c) la valeur minimale de la fonction cible du probléme d’opsation ci-dessus. Déterminez
m (7).



SOLUTION TYPE

i. Non, cette affirmation est fausse. Considérdéfg = x* etg(x) = x 3. On a bien
(X—= +)

Cependant,

i. Si M(x,y,zt) = WT(x,y,zt),N(X,y,zt)], le théoréme de dérivation des fonctions composées
permet d'écrire

oM ou

—(vavzvt) = a_T

w Ty 20Ny 28] 0L (xy.z1)

0z
op

oN
+ a_N[T(vavzvt)7 N(vavzvt)]a (X7y7z7t)

Cette expression est valable sur tout ouv@ric R* sur lequel les fonctions réelles et
N sont dérivables et tel qug est continiment dérivable sur un ouvertc R? pour lequel
[T(XY,z,1),N(X,y,zt)] €w pour tout(x,y,zt) € 2.

iii. Les fonctionsy; ety, forment un systeme fondamental de solutions|Sut[ si elles vérifient
I'équation et sont linéairement indépendantes|@|.

Notons tout d’abord que les fonctions
y1(X) = € et Y2(X) = X
sont des solutions de I'équation différentielle— x)y” + xy —y = 0 sur|0, 1. En effet,vx €]0, 1],
i) =€ yi(x)=¢
%=1 ¥(x)=0

de sorte que
(1=X)y12(%) +X¥12(X) —y12(X) =0

De plus, les fonctiong; ety, sont linéairement indépendantes Kyd[ puisque leur Wronskien

yi(X)  y2(X)
Yi(¥) Ya(X)

ne s’annule pas identiquement $0rl]|.
Dés lors, les fonctiong,; ety, forment un systéme fondamental de solutions|@Li|.

W(X) =

e X
et 1

=(1-x)€e



iv. Lafonction f(x) = 1+ x+ € est réelle et continment dérivable &avec
f(R)=R
f'(x)=1+€>0 surR

Par le théoréme d’existence et de dérivation des fonctié&ripnoques, on en conclut qligposséde
une fonction réciproqug € C;(R). Sa dérivée est donnée par

1 !
VW) ly-grg  1+6W

g(x) =

Puisquef (0) = 2, on ag(2) = 0 et, utilisant I'expression dg'(x) obtenue ci-dessus,

oy L1
92 =173

v. Dans le cas ofi= f(x) = fx(x)ex+ fy(x)ey, + f,(X)e, etg = ce, ouc est une constante, on calcule
aisément
O(f-g) = D(efz(x)>

= g—x<cfz(x)) &+ g—y(c fz(X)) & + g—z<cfz(><))ez

of;

_C&

OAg=0 puisqueg est constant

OAf— <afz(x) B M) ot <afx(x) B afz(x)> o+ <afy(x) B afx(x)> e

oy 0z 0z ox 0x oy
_0f; afy
= T YT
of, afy of, of,
D f — —_— - = —C— =C—
gA (OAT) cez/\< aXey+ I ez> Cax eNey Cax e

(f-0)g=0 puisqueg est constant

(g-O)f :cg—zf(x) =0

de sorte que I'égalité proposée
Of-g) =fA(OAQ)+gA (OAF)+ (f-0)g+ (g-O)f
s’écrit
of, of;

“Zg=0+c—26+0+0
Oy & =0+C5 % e+ 0+

et est bien vérifiée.



i. Lafonction f(x) = Inx étant réelle et indéfiniment continGment dérivable sur

I =]0,+oo[, on peut lui appliquer la formule de Taylor a I'ordre 2 au Vmégye dea = 1 pour tout
X appartenant a.

En effet, la fonction vérifie alors les hypothéses de la fdende Taylor puisqu’elle est réelle, 2
fois continment dérivable s, x] (ou [x, 1]) et 3 fois dérivable sufl, x| (ou]x, 1[).

Le polynéme recherché s’écrit

Po(x) = (1) + F/(D)(x— 1)+ D (x_1)2

On calcule successivement

£/(x) = —X—lz, (1) = —1

de sorte que le polyndme de Taylor est

(x—1)2

Po(x) = (x—1)— >

Cette approximation est valable pour taut |0, +-oo].
ii. L'erreur R2(X) associée a I'approximation déx) par ?(x) pourx € [1,1+ u] est donnée par

fm(&)

Ro(x) = —5~(x=1)* ou Ee€]1x|
La dérivation de I'expression d&’ obtenue plus haut conduit a
2
f///(x) — g

de sorte que
1 3

Ro(X) = @(x— 1)° avec &e€]l,X

iii. Pourtoutxe [1,1+u],&€]1l,1+u[etona
1 1

3 3
@§§ et |(x—=1)°|<u
de sorte que
w3
X)| < =
Re(¥)] < 5
Pour ne pas dépasser I'erreur absolue demandée, il conlaanttoisiru tel que
u? . 3 V3
— <10 S <=
3 < 0 soit u < 1000 donc u< 10



i. Puisque I'équation donnée

V(1) + Ay(t) = ——

sinz
est une équation différentielle linéaire, I'existenceaticité de la solution du probléme posé sont
garanties sur l'intervall¢0, 11/2[. En effet, les coefficients deety” ainsi que la fonction Asin 2
du second membre sont continus sur cet intervalle et lesteammsl auxiliaires sont données sous
la forme de conditions de Cauchy au pdirt 11/4 €]0,11/2].

ii. Il s'agit d'une équation différentielle non homogénecllg-ci étant linéaire, sa solution générale
y(t) peut étre écrite comme la somme de la solution généidle de I'’équation homogéne
associée et d’'une solution particuligrg(t) de I'équation non homogeéne.

Solution générale de I'équation homogéne.

L'équation étant linéaire a coefficients constants, noussicirons le polyndme caractéristique
associé&? + 4 qui s'annule ez = 2i et enz= —2i. La solution générale s’écrit alors

yn(t) =C* 1 De 2
ouC etD sont des constantes, ou encore, sous forme réelle,
Yn(t) = Acos2 +Bsin2
OUA etB sont des constantes.
Solution particuliére de I'équation non homogeéne.
Puisque le second membre de cette équation n’est pas deria &ponentielle-polynéme, nous

allons utiliser la méthode de variation des constantes géterminer une solution particuliére.
Cette méthode nous donne une solution

vo(6) = ([ a0t a0+  f Catvat) yaty

ouy;(t) = cos2 ety,(t) = sin2 constituent un systéme fondamental de solutions de I'é@quat
homogeéne du2"¢ordre associée et @y etC, vérifient

Ciy1+Cy2=0

1
C Cy, = ——
Y1+ oY sin2
soit
Cic0s2+Cosin2 =0
1
—2Cisin2 +2C,c082 = ——
15N+ 2o sinz
gqui admet comme solution
cos2
C1= 3 © C2= 2sin2



On calcule alors les primitives

[eidt=- [Zdi=—2

cos2 1 , 1 .
/02 t)dt = 2/sm2t ZIn]st\ _Zln(smz)

et

puisque sin2> 0 sur]0, 11/2].
Une solution particuliere s'écrit donc

yp(t) = _EZ cos2+ - In(sm 2)sin2

Solution générale de I'’équation non homogene.

La solution générale de I'équation différentielle est donc

t
y(t) = AcosZ+Bsm2t——cosZ+ In(st) sin2

Solution du probleme.

Les conditions initiales permettent de déterminer les taonesA etB. On a

=Y(1/4) =

et, puisque

1 1
y(t)= 2Asm2t—§cosz+tsm2t+Zcosz+zln(sm2t) cos2

on a 0=y (1/4) = —2A+ /4, ce qui donné\ = 11/8.
Finalement, la solution du probléme différentiel s’écrit

y(t) = gcosz - EZ cos2+ - In(sm 2)sin2



i. Dans le cas og = 7, le domaine
E={(xy,2) eR¥:x+y+2z2=7, 2 +y*—4z=0}

se trouve a l'intersection du planty+ 2z = 7 et du paraboloide® +y? — 4z = 0. Il s'agit d’'une

courbe fermée.
X \‘\\\\\“

\\-\

V‘“N&&h ¥
SR
§§ ) N\ )

ii. Il s’agit d’un probleme d’optimisation avec 2 contraastd’égalité
G(XY.2) =X+Yy+22—-7=0 et gp(xy,2) =x*+y*—4z=0

La fonction ciblef (x,y,z) =y étant continue sur le compagt(courbe fermée di3), elle y réalise
ses bornes supérieure et inférieure. Le minimum recherdlteelonc bien.

Les fonctionsf, g; etg, sont indéfiniment continiment dérivables 8uret donc différentiables.
De plus, on peut construire la matrice

0gL g2
0xX  OX
1 2
001 00
G=(0nKx Onx)=|= =—|=(1 %
dy oy ,
0g g2
0z 0z

Le rang deG est maximum sauf si sa deuxiéme colonne est un multiple detaipre, c’'est-a-dire

s'il existea tel que
2X 1
2y | =a|l] Ccesta-dire x=y=-1,a=-2
— 2

Comme la solutiox =y = —1, ne correspond a aucun pointiEgeon peut conclure que le rang de
la matrice est maximum siit, ce qui garantit que les gradients des contraintes y sadgiliement
indépendants.

On en déduit que le minimum a identifier peut étre recherchigniples points stationnaires du
Lagrangien



L(X,Y,ZA1,A2) =Y —A1(X+Y+22—7) — Ao(X2 + y? — 42)

Ces points stationnaires sont les solutions de

g—l)'( =N —2Ax=0
g—;:l—xl—zxzy:o

% =-2\1+4N\> =0

(;)—)I\'l =—(X+y+2z—-7)=0
:—;\'2 = —(X+y?—42=0

La troisieme équation donng = 2\, de sorte que la premiére peut s’écrire
—2}\2(1—{— X) =0

Vu que la solutiorh, = 0=- A\; = 0 n’est pas compatible avec la deuxiéme équatiea,—1. Les
deux derniéres équations donnent alors le systéeme de dawpat2 inconnues

y+2z—8=0

Y +1—-4z=0
En additionnant 2 fois la premiére équation a la deuxiémehtienty? + 2y — 15 = 0 qui admet

les zéros-5 et 3. Siy = —5, z=13/2. La valeur minimale de la fonction ciblgx,y,z) =y est
donc-5 et elle est réalisée au point

X=Xy, Z") = (—1,-5,13/2)

ii. Dans un probleme d'optimisation avec contrainte dié&§a le multiplicateur relatif & une
contrainte mesure la sensibilité de la fonction cible a lewade la contrainte. Dés lors, pour
obtenir la sensibilité de la valeur minimale de la fonctidole obtenue ci-dessus a la valeurajle
il suffit de poursuivre la résolution entamée au point préoéeén déterminant le multiplicateur de
Lagrange\j correspondant a la solution optimale obtenue wosr7.

On a, tenant compte dg = 2A,,
1—)\1—2}\2)/: l—)\l—)\ly:O

soit 1 1



