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l: LIEGE

. EXAMEN
Prof. Eric JM.DELHEZ

e Durée de ’épreuve : 4 heures.
e Cet examen est a livre ouvert. Les calculatrices sont autorisées.
e Répondez aux différentes questions sur des feuilles séparées.

o [ndiquez lisiblement votre NOM en majuscules suivi de votre Prénom en minuscules dans
le coin supérieur gauche de chaque face et numérotez-la.

e Sivous ne répondez pas a une question, rendez une feuille blanche pour cette question avec
votre NOM et votre Prénom.

e Vos copies doivent impérativement étre transmises au format pdf, en quatre fichiers
distincts correspondant aux quatre questions de cet examen et dont les noms sont construits
sur le modeéle NOM_Prenom_Q1.pdf, NOM_Prenom_Q2.pdf, NOM_Prenom_Q3.pdf et
NOM_Prenom_QA4.pdyf.

i. Si f(x) = o(sinx) au voisinage de 0, peut-on affirmer que f?(x) = o (x?) dans ce méme voisinage ?
Justifiez.

— e

i. Définissez mathématiquement lim f(y) = —co.
yor—eo

—

iii. Quelles hypotheéses minimales permettent d’écrire

= f'(x0)g(x0) ?

iv. Les fonctions e, e** et x sont-elles linéairement indépendantes sur [—1/3,1/3] ? Justifiez.

v. Si la matrice hessienne d’une fonction f € C(IR?) évaluée au point stationnaire (x,,y,) est égale a

e = (o )

peut-on en déduire que f présente un minimum local (non strict) en (x,,y,) ? Justifiez.

vi. Soit f = fe, avec f € Ci(R?).
e Exprimez en frangais I’expression VA (fAe;).

e Evaluez I’expression V A (fAe,).



i. Déterminez le polyndéme de Taylor 2, (x) de degré 2 en (x — 1) qui approche la fonction

0= s

au voisinage de a = 1. Précisez pour quelles valeurs de x cette approximation est valable. Justifiez.

— e

i. Vérifiez que le développement permet d’approcher f(2) par 187/256.
iii. Déterminez une expression de I’erreur R, (x) associée a I’approximation de f(x) par P (x).
iv. Déterminez une majoration de I’erreur R (x) en fonction de x sur [1,2].

v. Comparez la valeur numérique exacte f(2) et son approximation 187/256. Cette erreur est-elle
cohérente avec 1’analyse de I’erreur R, réalisée en iv. ?

On considere le probleme différentiel
Z'(t) +2w7 (1) + 10w2z(t) = w? [1 + Cos(wt)}

z(0) =A, z(t,) =B
ou w > (0 désigne un parametre réel.

. . . . . T 7
i. Déterminez la solution dans le cas ou 7, = o A= 3 et B=0.
w

ii. Pour quelles valeurs de 7., A et B la solution du probleme différentielle est-elle unique ? Justifiez.

On considere les relations

xX=v
y=u—2v?

i. Déterminez les plus grands ouverts et Q' entre lesquels ces relations permettent de définir un
changement de variables régulier. Justifiez.

ii. Déterminez 'image E' de 'ouvert E = {(x,y) € R? : x > 0,y > 0} par le changement de variables.
Représentez graphiquement E'.
9?2

et =— en fonction des variables u et v.

9 9
ox’ dy  ox?

iii. Déterminez I’expression des opérateurs



SOLUTION TYPE

i. Puisqu’il existe des voisinages de O dans lesquels sinx et x> different de O (excepté en 0),
I’hypothése f(x) = o(sinx) au voisinage de 0 et la these f2(x) = o(x*) pour x — O sont
respectivement équivalentes a

m @ =0 et lim fz(x)

x—0 sinx x—0 x2

=0

La these est alors démontrée en calculant
2 2 .2 2 . 2
fim L)y (LS00 ( SOONT (ST
x—0 x2 x—0 sm2 X x2 x—0 SInx x—0 X

ou on a utilisé I’hypothese et le fait que, par application de 1’Hospital,

. sinx . COSX
lim— =lim—— =1
x—=0 X -0 1
ii. L’expression lim f(y) = —oo peut étre traduite mathématiquement par
y——oo

(VM >0)(IN>0)(Vyedomf:y<—N): f(y)<-M

ou dom f désigne le domaine de la fonction f.

iii. La formule proposée repose sur la continuité des fonctions g et f” en xq (la continuité de f’ en xo
étant elle-méme assurée par la continue dérivabilité de f en xp). Ces deux conditions permettent
effectivement d’écrire

fim gy 70+ ()

X—X0 2

f'(x0) + f'(x0)

5 = g(x0).f" (x0)

= g(x0)

iv. Les fonctions e, e?* et x sont linéairement indépendantes sur [—1/3,1/3] si leur Wronskien n’est
pas identiquement nul sur cet intervalle. Comme

e ¥ «x I 1 x
W=|-e* 2% 1|l=eeX|—-1 2 1
e 4e™ 0 1 40
1 1 x
=e'|0 6 1|=e"(—4+1—6x)=—-3e"(1+2x)
1 40
ne s’annule qu’en x = —1/2, il en résulte que les fonctions e *, e** et x sont effectivement

linéairement indépendantes sur I’intervalle [—1/3,1/3].

v. La réponse a la question posée est “non”, comme le montre I’exemple de la fonction f définie sur
R? par

2

_ Y _ 4
f(x’y) - 2 X
Cette fonction est indéfiniment continfiment dérivable sur R? et stationnaire en (x,,y,) = (0,0)
puisque
) )
a_ic(x*v)’*) = —4x] =0 et %(X*v)’*) =y =0



Cette fonction vérifie encore
2 2 2 2
a_f:_12x2, 8_f:0:8_f et a_le
ox? dyox 0xdy 0y?

de sorte que sa matrice Hessienne satisfait a

—12x2 0 00
H(x*,y*)=< 0 ]>:<0 ])

La fonction f vérifie donc toutes les hypotheses de 1’énoncé.

On constate toutefois que f(x,0) = —x* présente un maximum en x = 0 tandis que f(0,y) = y*/2
présente un minimum en y = 0, de sorte que f, en tant que fonction de deux variables, présente un
point de selle et non un minimum local en (0,0).

vi. e Les symboles “A” et “VA” renvoient respectivement au produit vectoriel et au rotationnel.
L’expression V A (f A e;) désigne donc le rotationnel du produit vectoriel des vecteurs f et e,.

e On calcule aisément f A\ e, = fe, Ae; = — fe,. Des lors, en procédant formellement pour le
calcul du déterminant,

e, e e

o o o9|_o9of _df

VA(fAe)=|-  __|=s--e—=—¢

( Z) ax ay az aZ * ax z
0 —f O

i. La fonction N
X)) =
S ) V1+4+3x
étant réelle et indéfiniment continiiment dérivable sur I =] — 1/3,4-o0[, on peut lui appliquer la

formule de Taylor a I’ordre 2 au voisinage de a = 1 pour tout x appartenant a I.

En effet, la fonction vérifie alors les hypotheses de la formule de Taylor puisqu’elle est réelle, 2
fois continiiment dérivable sur [1,x] (ou [x, 1]) et 3 fois dérivable sur |1,x[ (ou ]x, 1]).

Le polyndme cherché s’écrit

)

Pr(x) = f(1)+ (D= 1) + = (x—1)?
On calcule successivement
b 1
= ] —_ —
3x “1) 3x
/ /
= = 1 e
S 1+ 3x (143032 =15
3 9/3
5(1 +3x)3/2—5 <7x+1> (1+3x)1/2 3+9_" ’1
1 4 1
= — — 1 e
f) (14 3x)3 (1+3x)%/2’ £ 128
de sorte que le polyndme de Taylor est
1 5 21 )
A AT T

4



ii. En exploitant 1’approximation établie au point précédent, la valeur approchée de f(2) est donnée

par
1 5 21 128 +80—21 187
Py(2) = = =

“2t 16 56 256 256
comme attendu.

iii. L’erreur R, (x) associée a I’approximation de f(x) par P (x) est donnée par

8y

Re(x) =

ot & €]1,x[ (ou & €]x, 1]). La dérivation de I’expression de f” obtenue plus haut conduit a

9 15 9
—Z(1+3x)5/2+7 <3+Tx> (143x)%2 81 (£+ 1)

1" o _ 4 \2
A (x)— (1+3x)5 o (1—{—3)6)7/2
de sorte que
81 (&
— (241 1)
Ra(x) = 4 <2 >( D avec &e€|l,x] (ou&€lx, 1))

(113572 3l
iv. Sixe[1,2],E€]l,x[etona

1 1 1
< =
(1438)7/2 = 472 128

81

—(f+1> T 27(f+1)

|Ro(x)] < 422 =2 1P
- 128 3! 1024

v. L’erreur absolue commise en approchant f(2) = 2/v/7 par P,(2) = 187/256 est donnée par

+1 et

N =

P

de sorte que

2 187

2)—P2)|=|—7=—===|~0.0255
IORCIR
La majoration de I’erreur établie en iv. et évaluée en x = 2 est donnée par
54
—— ~0.0527
1024

ce qui est bien cohérent.

i. L’équation différentielle
2'(t) + 207 (1) + 10w2(r) = w? [1 + cos(wt)]

est linéaire et non homogene. Le théoréme de structure affirme que la solution générale est la
somme de la solution générale z;,(¢) de I’équation homogene associée et d’une solution particuliére
zp() de I’équation non homogene.

Equation homogene
L’équation étant linéaire a coefficients constants, on considere le polyndme caractéristique

L(Z) = 2 4 2wz + 10w’



dont les zéros (de multiplicité 1) sont (—1 — 3i)w et (—1 4 3i)w.
La solution générale de I’équation homogene s’écrit donc

Zh(l) -G e(—1+3i)wt +C e(—l—3i)wl — e W (Cl e3iwt +GC e—3iwt)
ou C; et C, sont des constantes. Sous forme réelle, cette solution s’écrit
zn(t) = e (Ccos 3wt + Dsin3wt)

ou C et D sont des constantes.

Solution particuliére de I’équation non homogene
Le second membre peut s’écrire

w? [1 +cos(wt)] = i)+ fo(t) avec fi(t) =w? et fio(f) =w?coswr
Comme I’équation est linéaire, on peut rechercher une solution particuliere de la forme
2p(t) = zp1 (1) +2p2(t)
oll z,;(7) est une solution particuliere de
(1) 42w (1) + 10w%2(t) = fi(r), i€ {1,2}

e Par simple inspection, on constate que z,(#) = 1/10 est une solution de

7 () + 2w7 () + 10w’z (1) = w?

e Puisque 3iw n’est pas un zéro du polyndme caractéristique, on peut rechercher une solution
particuliere de
7" (t) +2w7 (t) + 10wz (1) = w?coswt (©)

de la forme
Zp2(t) = Peoswt +ysinwt

On calcule successivement
/ .
2y (1) = —Bwsinwt +ywcoswt

et
Zgz(f) = —Bw?coswt —yw? sinwt

Substituant ces expressions dans 1’équation non homogene (©), il vient

— Bw? coswr —yw? sinwt + 2w(—Bwsinwr + yw cos wt)

2

+ 10w? (Bcoswt 4 ysinwt) = w?* coswt

En identifiant les coefficients des fonctions sinus et cosinus, on obtient

“2B+9y=0 B
soit 35
9B+2’Y:1 Y:g

Une solution particuliere de 1’équation (©) est donc

1
2, (1) = 5 (9coswt 4 2sinwr)

6



Solution générale de I’équation non homogéne
La solution générale de I’équation non homogene est

1 1
7(t) = e " (Ccos 3wt + Dsin3wt) + 10 + 5 (9coswt + 2sinwt)

Solution du probleme
Les constantes C et D peuvent étre déterminées en exploitant les conditions auxiliaires. D’une part,

on a . | 9
0)=—=C+—+— = C=0
O =5%= "8

Ensuite, exploitant ce résultat, il vient

T w2y OT 1 ( T . n)

“)Y=0= Dsin — 4+ — + — T

Z(Zw) O=e 31n2+10+85 9C0$2+ sm2

de sorte que

D:ﬂen/z

170
La solution du probleme différentiel est donc

21 1 1
=45 /2 =% gin 3wt + M + % (9coswt 4 2sinwt)

ii. La solution du probleéme différentiel est unique si les conditions auxiliaires
(0)=A=C+2,(0)
z(t,) = B =e “"*(Ccos3wt, + Dsin3wt,) + 2, ()

(o1 z,,(¢) désigne une solution particuliere de I’équation) permettent de déterminer les constantes
d’intégration C et D de facon unique. La premiere équation conduit a une valeur unique de la
constante C = A —z,(0). La seconde équation permet ensuite de déterminer une valeur unique de

D si sin3wt, # 0 c’est-a-dire si

i. A tout (u,v) € R?, les relations

t*;éﬂ, VneZ
3w

xX=v
{ ) 0
y=u—2v
font correspondre un couple unique (x,y) € R?. En inversant ces relations, on obtient
u=y+2x
{
v=x

qui réalise la correspondance inverse. Les relations établissent donc une correspondance
biunivoque entre les points (x,y) € R? et (u,v) € R?.
Les relations (#) sont indéfiniment contintiment dérivables sur R? et telles que le Jacobien

ox Ox
_a(x,y) _ E % o 0 1 _ 2
J_a(u,v)_ Q a_y =1 _av =—1#0surR
du dv

Des lors, les relations définissent un changement de variables régulier d’ordre infini entre = R?
et O =R2,



ii. Si(x,y) €E={(x,y) €R?:x>0,y>0},

xX=v >0
y=u—-20" >0

de sorte que ’image de E est ’ensemble
E = {(u,v) ER?:u>2v% v > 0}

Graphiquement, on a

u=20?

iii. A partir des relations (&), il vient directement

o b wo 0 0
ox axau+axav B xau+av
o _wd  wo o
dy Odyou Odyodv du

Substituant x par son expression en fonction de v, on obtient finalement

0 _ 49 .9
ox ouov
9 _9
dy du

Exploitant ces résultats, on calcule

P20 (3 N(,2 .0
ox2  OJxox vau dv vau ov

02 02 0 02 02
_ 27 - i
= 16v ou? + 4vauav + 4814 + 4vav8u + o2

Appliqué a une fonction appartenant a C,(E'), cet opérateur s’écrit

P ,0? R B ©
@ = 16v W+8Vauav+4a+a_v2

puisque les dérivées croisées sont alors égales.



