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université MATHO0002-4 - ANALYSE MATHEMATIQUE 1

, EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. Sifi(x) =g(x)+0(x) et fo(x) = 1+ x+ 0o(x?) au voisinage de 0, peut-on en déduire que
fi(x) f200 = (L+X)9() +0(x%), (x—=0) ?

Justifiez.
ii. Montrez que les fonctions

/OX f1(t)dt, /OX f2(t)dt, /OX f3(t)dt

sont linéairement indépendantes &usi les fonctionsf,, f, et f3 sont continues et linéairement
indépendantes siki.

iii. Listez les conditions sous lesquelles les relations

x=f(u,v,w)
y=g(u,v,w)
z=h(u,v,w)

définissent un changement de variables régulier d’ordentte deux ouverts) et ' de R3.
Explicitez les notations utilisées.

iv. Enoncez en francais la relation
OA(¢f) = (Od Af)+dOANF

et demontrez celle-ci dans le cas particulierfiy,z) = f(x,z)ex et ¢(X,y,z) est une fonction
scalaire. Sous quelles hypothéses minimaled i cette relation est-elle valable ?

Tournez la page.



Question I

On considere la fonction I
nx

0=~
i. Sur quel intervalle la formule de Taylor permettant d’eggher f au voisinage d& = 1 par un
polyndme?®, de degré 2 eiix— 1) est-elle applicable ? Justifiez.
ii. Déterminez le polyndme de Tayld?, d’ordre 2 approchant la fonctiohau voisinage da= 1.

iii. Déterminez une majoration de I'erreur commise en appantf(1.1) par ?(1.1). Exprimez cette
majoration sous la forme d’une fraction.

iv. Montrez que la fonctiorf posséde une fonction réciprogiie! définie sur un intervalle comprenant
I'origine.
v. Déterminez le polyndme de Tayl® d’ordre 2 approchant la fonctiofi * au voisinage de I'origine.

Question Il

Résoudre le probleme différentiel
X+ w(X—Y) = 2wE sin(wt)
Y+ 2wy =wEe ™«
x(0)=—-E, y00) =E

. . iy . . d
ou E etw sont des constantes strictement positives et ou on am@t%% ety = d—{

Question IV

Pour célébrer leur victoire en coupe du monde de rugby, les
commercants sud-africains proposent d’emballer lesazadde

fin d’'année dans des paquets ayant la forme d'un ballon d®y/rug
assimilé a un ellipsoide d’équation

On cherche les dimensioasb et c optimales des demi-axes d’'un
tel ellipsoide si celui-ci doit contenir une boite paelpipédique
de dimensione, 2/ et ¥ et présenter le volume intériel
minimum ou

V(a,b,c) = f—;nabc

Les axes de symétrie du parallélépipéde coincidest agux de I'ellipsoide. La boite parallélépipédigue
est disposée de fagon a présenter les dimengi®fet ¥ respectivement selon les axes OX, OY et OZ.

i. Déterminez la(les) relation(s) mathématique(s) elatrb, ¢ et £ exprimant le fait que les huit
sommets du parallélépipede sont situés sur I'elligso”
ii. Déterminez les dimensions optimaked etc de 'emballage en fonction desi les huit sommets du

parallélépipede sont situés sur I'ellipsoide. Poetiedminer ces dimensions optimales, vous pouvez
vous appuyer sur I'hypothése, conforme a l'intuition,I'dgistence du minimum.



SOLUTION TYPE

i. Sify=g(x)+0(x®) et fa(x) = 14 x4+ 0(x?) au voisinage de 0, on a

f1() f2(%) = (1+X)9(x) +9(x)0(¢) + (1+x)0(°) +0(x°)
(1+x)9() +9(x)o(x*) +0(x*),  (x—0)

Ceci ne conduira a
100 f2(x) = (1+X)9(X) +0(x*)  (x—0)

que sig(x) = O(x). La proposition est donc fausse.
Par exemple, gi(x) = 1, f1(x) = 1+ x* et f(x) = 1+ x+ X3, on a bien

fi(x) = 1+ x4 = 1+ 0(x3)
fo(X) = 14+ x+x3 = 1+ x+0(x?)

mais
f1(X) f2(X) = (14+X) - 1+ + X +x° + X7
ou

x4+ x £003),  (x—0)

. Les primitives considérées sont linéairement imelédantes suR si

X X X
}\1/ fl(t)dt—H\z/ fz(t)dt+)\3/ fa(t)dt=0, ¥xeR
0 0 0
= M=A=A3=0 (&)

Par dérivation de la relation entre les primitives, on etitti puisque les fonctionfy, f, et f3 sont
continues suR,
)\1f1(X) + A2 fz(X) + A3 fg(X) =0, vxeR

Cette relation implique qu&; = A» = Az = 0 puisque les fonction$;, f, et f3 sont linéairement
indépendantes suR. L'implication (#) est donc vérifiee, de sorte que les primitives sont
lineairement indépendantes fur

Les relations

x= f(u,v,w)
y=9(u,v,w) (©)
z=h(u,v,w)

définissent un changement de variables régulier d’ordnetre deux ouvert® etQ)’ deRS si
e les relations Q) établissent une correspondance bi-univoque entrdéesedits(x,y,z) de 2 et
(u,v,w) deQ?’;
e les fonctionsf, g eth sont continlment dérivables sQf et leur Jacobien est non nuk.

of ot ot
Ju ov ow
99 08 990 syrgy
ou ov ow
oh oh oh
Ju ov ow




iv. Larelation
OA(¢f) = (Op Af) + O AT

peut étre énoncée en francgais en disant ‘tugerotationnel du produit du champ scalairg et du
champ vectorief estégala la somme du produit vectoriel du gradient dlet def et du produit de
¢ par le rotationnel dd.” .

Dans le cas ofi= f(x,z)e,, le membre de gauche peut étre obtenu en développant/femest le
déterminant

& & &
| 0 0 0 0 a¢ a¢
o= & & 2SN -Sene - (Sire% et
df(x,z) O
Le premier terme du membre de droite est donné par
Oo Af= <6—¢ex+a¢ey+ —¢ez> A fe=— a(;’;fez 6¢ fe

puisquee, A e =0, g, A e = —€;, ete, A e = g,. Le second terme du membre de droite est donné
par

& 8§ &
o o o/ of

onaf=¢] & 0 9%

¢ ®x oy 2| ta®
f(x,z 0 O

En rassemblant les résultats précédents, on trouveeguddux membres de la relation proposée
s'écrivent sous la forme

09 . L P
(az +o— >ey fe,= —ayfez+ fq,+¢azey
ce qui établit cette relation dans le cas particulier egés

Les seules regles appliquées pour demontrer la relgtioposée sont celles de la dérivation d’'un
produit. Il suffit donc d’introduire I'hypothése de déhilité des fonctiond et ¢.

Question I

i. L'application de la formule de Taylor a I'ordre 2 au veiage dea = 1 demande que la fonction soit
réelle, deux fois contindment dérivable $irx] (ou [X,1] si x < 1) et trois fois dérivable sud, x|
(ou]x, 1] six < 1).

La fonction f (x) = (Inx)/x étant réelle et indéfiniment continiment dérivable |StH-[, on peut
affirmer que la formule de Taylor a I'ordre 2 au voisinageade 1 peut étre appliquéex €]0, +oo|.

ii. Le polyndme de Taylor a I'ordre 2 au voisinage @ae- 1 est donné par

(x=1)?
2

P(x) = f(1)+ (1) (x—1)+ f"(2)



On a successivement

1-1Inx
Fo)=—z— (1) =1

£/(x) = —x—2>;(41—|nx) _ —34:(32Inx’ #1(1) = -3

De telle sorte que le polyndme cherché s’écrit

B(x) = (X~ 1)~ (k1)

iii. Laformule de Taylor a I'ordre 2 au voisinage de= 1 permet d’écrireyx €]0, 4],
f(X) = Bo(X) + Ra(X)

ou
R2(X) = ()(;7'1)3 (&) avect €]1,x[ ou]x, 1]

Dans le cas particulier oxi= 1.1, on a
f(1.1) = P(11) + Ro(1L.1)

ou
3
Ro(11) = % (8)  avect €111

Comme
2 —3x%(—3+2Inx)  11—6Inx

X6 x4
I'erreur commise en approchahtl.1) par?,(1.1) est donnée par

f/// (X) —

1 |11-6lng|
[R2(L1)| = #5505 £ avect €]1,1.1]

La majoration de I'erreur est obtenue en considérant umeebsupérieure du numérateur et une
borne inférieure du dénominateur. P@ue|1,1.1[ on peut affirmer que

|11—-6Inf| <11 et & >1

Donc,
11

|1R2(1.1)] < 5000

iv. Lethéoreme d’existence et de dérivation des fomstieciproques permet de justifier I'existence de
f~1 € Cy(] —,1/€[), ol l'intervalle] — o0, 1/ €[ contient I'origine, puisque
o f estréelle et indéfiniment continlment dérivable |Sue|;

1—Inx

® f/(X) = N

>0 Vxe€]o,e[;

o f(j0,e)) =] —o,1/e].



v. Puisquef ! est réelle et indéfiniment continiment dérivable lsure, 1/ €[ on peut lui appliquer
la formule de Taylor & I'ordre 2 au voisinage deP— o, 1/ e[ et I'approcher par son polyndme de
Taylor

P5(x) = £71(0) +x (fl)’(O)+x—22 (1" (0)
Commef (1) = 0, on sait quef ~1(0) = 1.

D’autre part, le theoréme d’existence et de dérivaties fdinctions réciproques permet d’écrire que,
pour touty €] — 0,1/ €],

1y 1 1y 1 1
V0 =Fry = VO g e
La dérivée seconde est donnée par
—1\n _ d_ 1
Y= 7o)
-1 d ..
=gy Y
-1 nie—1 d -1
:Wf [f (y)]d—yf ()
-1 "ig—
= FFLy)e f[E(y))
En évaluant cette expression a I'origine, on obtient
(1720 = e 1101 = s I = 1 (-3) =8

Des lors, le polyndme de Taylor recherché s’écrit

3
P5(X) = 1+ X+ Ex2

Question llI

Nous considérons le systeme d’'équations differdatel
X+w(X—Y) = 2wE sin(wt)
Y+ 2wy =wEe

La seconde équation est une équation linéaire et non gengopour la seule inconnyé). Sa solution
est la somme de la solution générale de I'équation h@megssociée et d’une solution particuliere de
I'equation non homogeéne, soit

y(t) = yn(t) +Yp(t)

Solution grérale de léquation homogne assoéie

Comme I'équation est linéaire a coefficients constants, peut trouver la solution générale en
considérant les zéros du polyndme caractéristique

L(z) =z+ 2w

dont le seul zéro est2w.



Ainsi, la solution générale de I'equation homogérecst’
yh(t) — Ae—Zwt
oU A est une constante.

Solution particulere de lequation non homame

On remarque que le second membre de I'équation est de I&fe)(pmnentielIe—polynﬁme’p(t)eM ou
Py(t) = wE est un polyndme de degré Okt= —w n'est pas un zéro de(z). On peut donc rechercher une
solution particuliere du type

yp(t) =Ce !

Injectant cette expression dans I'équation differdietien obtient
—wCe ' 12Ce ™ = wEe ™

de sorte qu€ = E. Des lors, on a
yp(t) = Ee_wt

Solution grérale de léquation non homame
La solution générale de I'equation non homogene g'ators
y(t) =Ae 2t tEe !
La condition initiale s’écrit
yO)=E=A+E = A=0

Dés lors, on obtient
y(t) =Ee™

Si on substitue cette solution dans I'eéquation
X+ w(X—Y) = 2wE sin(wt)
celle-ci devient
X+ wx = 2wE sin(wt) + wE e

Il s’agit d’'une équation differentielle linéaire et ndlemogene dont la seule inconnue ¥$}). Sa solution
générale estla somme de la solution générale de lteuaomogéne associée et d’'une solution particuliere
de I'equation non homogene, soit
X(t) = Xn(t) +Xp(t)
Solution grérale de léquation homogne assoéie
Comme I'équation est linéaire a coefficients constanis, peut trouver la solution générale en
considérant les zéros du polyndbme caractéristique
L(z) =z+w

dont le seul zéro estw.



Ainsi, la solution générale de I'equation homogérecst’
Xh(t) =Be
ou B est une constante.

Solution particulere de léquation non homame

Comme I'equation est linéaire, le principe de superpmsis’applique et on peut rechercher une solution
particuliere de I'equation non homogéne de la forme

Xp(t) = Xpy (t) + Xp, ()
ou xp, (t) etxp,(t) sont respectivement des solutions particulieres assscitx seconds membres
f1(t) = 2WEsin(wt) et fo(t) = wEe
e Afin d’identifier une solution particulieresy, (), de I'équation
X+ wX = 2wE sin(wt)

on remarque que les coefficients de I'équation sont réetpie le second membre est la partie
imaginaire de 2E €“*. Dés lors, on écrit

Xpl(t) = D()’Zpl (t))
ou Xy, (t) est une solution particuliere de I'equation
X+ wx = 2wE &t )

Le second membre de cette équation est de la forme expelemdlyndme?,(t) e ol Py(t) =
2wE est un polyndme de degré O%t= iw n'est pas un zéro de(z). On peut donc rechercher une
solution particuliere du type

Kp, (1) = Ce“t

En injectant cette expression dans I'équation difféediet (), il vient
iwCe“t +wCe“t = 2,E gt

dont on déduit que
2E

C= o E(1-1i)
Dés lors, on obtient
Ko, (1) = E(1—i)é“' = E(1—i)[cogwt) +isin(wt)]
Pour obtenixy, (1), il suffit de prendre la partie imaginaire dg, (). On a alors
Xp, (t) = Esin(wt) — Ecogwt)
¢ Afin d’identifier une solution particuliere, (t), de I'équation

X+ wx = wE e

on remarque que le second membre est de la forme exponemjindmeP,(t) eM ou Pp(t) =wE
est un polyndme de degré Ot —w un zéro simple dé&(z). On peut donc rechercher une solution
particuliere du type

Xp, (t) = Cte !
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On calcule
Xp, (1) = —wCte ' +Ce !

En substituank, (t) etxp, (t) dans I'équation non homogeéne, on obtient dés lors
—wCte ' +Ce ! fuCte ¥t = wEe ™
ce qui conduit & = wE. Dés lors, on obtient
Xp, (1) = wEte !

Solution grérale de léquation non homame

La solution générale de I'equation non homogene g'ators
X(t) = Xn(t) + Xp, (1) + Xp, (t) = Be"“' +E sin(wt) — Ecogwt) + wEte !
La condition initialex(0) = —E conduit a identifierB = 0. Finalement, on obtient
X(t) = Esin(wt) — Ecogwt) + wEte !
Solution grérale du probéme diférentiel
En conclusion, la solution du probleme différentiel est
X(t) = Esin(wt) — Ecogwt) + wEte
y(t) =Ee™!

Question IV

i. Les sommets du parallélépipéde sont situés aux pdetcoordonnégst(/2,+2¢/2,+3(/2). Pour
traduire mathématiqguement I'appartenance de ces pairgflipsoide, il suffit d’exprimer que leurs
coordonnées vérifient I'equation

de celui-ci. On a donc

(£0/2° (=02 (3027

a2 b? 2 !

soit

2 + 2 L 9¢?

b2 " 42
ii. Les dimensions optimales de I'emballage sont obtenmeeeherchant le minimum de la fonction

cible 4

V(a,b,c) = §T[abc
sous la contrainte ) ) )

14 14 96
g(aa ba C) + b2 "’ —-1=0 (<>)

et les contraintes (implicites) de positiwte des dlmensa, betc.
Les fonctionsV etg sont continiiment dérivables (donc difféerentiables)®u- R} x Ry x R§ . On
sait par ailleurs quélg # 0 sur2 puisque

g 0g 99\ _ (_ 2 2* 187
da’ob’dc/) \ 4ad b3’ 4Ac3



Des lors, le minimum recherché se trouve parmi les poiatsosinaires du Lagrangien.
Le Lagrangien est donné par

4 2 2 92
L(a,b,c,)\) == §T[abC—A <@ —|— E + E - 1>

Les conditions de stationnarités s’expriment sous la éorm

o 4 202

da 3tz =0
o 4 202

b~ 3t =0
o 4 18¢2

- = — )\—:

5c ~ 3 HAZE =0
o_, e o
oA T 422 2 42

En multipliant respectivement par b etc chacune des trois premieres équations, on obtient

4 202 202 18¢2
—3MRC=AZs =AM = A e

Puisqueh = 0 ne peut conduire a aucune solution admissible (On admag a= 0 oub =0 ou

¢ =0.), on en déduit que
1

4
a2

9
2
Soit, puisquea, b et c sont positifs,

b=2a, c=3a

En injectant cette relation dans la quatrieme équatiosydteme ci-dessus, il vient

(2 (2 9¢?2
12 22 3e 0
soit ) /3
3¢ 3
1— @ - O et a: 76
On en déduit
b=+v3(, c= 3—?@

Ces parameétres correspondent au volume
V = 3v3m?

S’appuyant sur I'existence du minimum formulée dansdigée et trouvant un seul point stationnaire
au lagrangien, on conclut que ce point stationnaire caeskt minimum recherché.
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