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université MATHO0002 - ANALYSE MATHEMATIQUE 1

. EXAMEN
Prof. Eric JM.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

i. Sif,~ f1etf,— f; =o0(g) au voisinage de € R, peut-on affirmer qud, = 0(g) au voisinage
dexg ? Justifiez.

ii. On considere le probleme d’optimisation

min f(x,y)
S.C. X+2y=1

(a) Déterminez les conditions nécessaires d'optimatibhstruites a partir du Lagrangien du
probleme. Précisez les hypothéses.
(b) Montrez que les conditions établies au point (a) soptivalentes a la condition nécessaire

d’optimalité de la fonction d'une variable formée en eifant la contrainte pour substituer
une des variables dans I'expression de la fonction cible.

iii. Exprimez en francgais et déemontrez I'égaliféA (C¢p) = 0 ou ¢ est un champ scalaire défini
surlR3. Précisez I'hypothése sur la fonctigrassurant la validité de la formule.

Question I

Une nacelle suspendue a un cable horizontal se déplagan une accélération constamte- 0
présente a I'equilibre un angle
Beq = arctg(—a/g)
avec la verticale inferieure (ogi> 0 est I'accélération de la pesanteur). Introduisant hatte n telle
queb = Beq+n, on peut décrire I'évolution des pertubationse cette position d’équilibre par I'equation
differentielle

d? R .
(fo+mi?) 53 = f(n) ol f(n) = ~mahcosBeq-+ N) — mghsin(Beq-+ ) (©)
ou Jc, h, msont des constantes strictement positives caractérgstiqe la nacelle.

i. Par application de la formule de Taylor au voisinagende 0, établissez une approximation
linéaire em de f(n) et montrez que cette approximation peut s’écrire sousrtade-an ot a
désigne une constante non nulle. Justifiez.

ii. Déterminez, en fonction de, une borne de I'erreur associée a la linéarisation ¢hfite en i.

iii. En considérant la forme linéarisée de I'eéquatidil),( montrez que, quelles que soient les
conditions initiales, la perturbation reste bornée au cours du temps. Ceci traduit la stabilite
de la position d’équilibre de la nacelle.



Question llI

On considere le probleme difféerentiel associé a I&idistion du champ magnétiqugz) induit dans
un fluide conducteur en mouvement dans une conduite

d3h dh
a3 gz
ﬁl

dh
(D=5 =k h0=0
oum, A ety sont des constantes strictement positives.

Déterminez la solution de ce probleme sur I'intervéd, 1] correspondant & la conduite et exprimez
cette solution au moyen de fonctions hyperboliques.

On considere I'advection/diffusion d’un constituantsgigt dans un écoulement unidimensionnel. Ce
probleme est décrit par I'équation
oc oC 0%C

% Y "o (©)

ouC(x,t) désigne la concentration du constitudrest le tempsx est la coordonnée longitudinale est

la vitesse de I'ecoulement etle coefficient de diffusion. On suppose quetk sont des constantes avec
K> 0.

i. Etudiez la regularite suk? du changement de variables

& =x—ut
T=t

2

L . . ) 0 0 0 .
ii. Déterminez I'image des operateug)s(, E et EY par le changement de variables.

ii. Transformez I'équation différentiellef) au moyen du changement de variables.
iv. Déterminez la concentratio@(x,t) résultant d’un rejet unitaire a l'instant initial en= 0 dans

le cas général ou la vitesse de I'ecoulememist non nulle sachant que cette concentration est
donnée par

1 X2
C(X,t):\/mexp I

dans le cas ou = 0.



SOLUTION TYPE

i. Non, on ne peut pas l'affirmer comme le montre le contrevgle constitué des fonctions
f1(x) = x, f2(x) = sinx etg(x) = X au voisinage dey = 0.
On sait que sir ~ x, (x — 0) et on vérifie aisement que sin-x = o(x?), (X — 0) puisque
sinx— X cosx—1 —Sinx

lim > = lim = lim
x—0 X x—0 x—0

0

de sorte que les hypotheéses de la proposition sont \&sifiéar contre, on a sigz o(x?), (x— 0)
puisque six ~ X, (x — 0).

ii. (a) Sous les hypotheses que la fonction cible f
et la contrainteg, telle queg(x,y) = x+2y— 1= 0, sont differentiables et quég # 0, les
points solutions du probleme posé se trouvent parmi leggpstationnaires du Lagrangien

L(X7y7}\) = f(X7y) - }\g(xvy) = f(X7y) —A (X+ 2y— 1)
Supposanf differentiable, vu que est differentiable et que

_99, .99, _
Og= axex+ayey—ex+26y7é0,

les conditions nécessaires d’optimalité correspondare probleme sont donc obtenues en

annulantCL, c’est-a-dire
oL of dg of B
&_&—A&_&—A_O (1)
oL of og oOf

dy a9y oy oy 0 @
aL
a—A_—x—2y+1—O ©)

(b) En utilisant la contrainte pour éliminer la variabdgon peut exprimer la fonction cible au
moyen de la seule variable

f(xy) = f(1-2yy)

La condition nécessaire d’optimalité de cette fonctiamd variable s'écrit
df
— =0

dy

soit, en utilisant le theoreme de dérivation des fomstioomposées,

df _otdx ofdy_ ot af
dy oxdy odydy  “ox ody

Cette condition est équivalente[A. = 0, puisque, d’'une part, elle découle de la contrainte
(3) et que, d’autre part, (1) et (2) donnent

of _ ,0f

ay ox

iii. LarelationOA (O¢) = 0 se lit “Le rotationnel du gradient du champ scalajrest (le vecteur)
nul.”. Par définition du rotationnel, on sait que

_ [of; afy ofy 0df, af, 0fy
DM_(ay—az>ex+<az—6x>ey+<6x_ay &



Appliquant cette définition au champ vectoriel

%, 90, 0%
f_D(b_aer_ayeﬁ_azez

il vient

(20 9% 20 020
D“D@—(Vaz‘a—zaﬁe‘*(a—zax‘ax—az)ey

92 92
(22200 g

oxdy  0yox
L'égalité des dérivées partielles d’ordre 2 qui neatiéint que par I'ordre dans lequel les dérivées
sont évaluées est assurée en introduisant I'nypoth&se; (R?).

Question I

i. La formule de Taylor peut étre utilisée pour linéariae voisinage de 0 la fonction
f(n) = —mahcogBeq+n) — mghsin(Beq+N)
La fonction f étant réelle et indéfiniment continument dérivableRBpon a

f(n) = f(0)+ f'(O)N+0(n?, (n—0)

ou
f(0) = —mahcosBeq— mghsinBeq = —mhcosBeq(a+ gtgBeq)
= —mhcosBeq(a+g[—a/g]) =0
f'(n) = mahsin(Beq+ N) — MghcogBeq+ )
f/(0) = mahsinBeq— MghcosBeq = —MhcoSBeq(—atgBeq+ g)
= —mhcosBeq(—a[—a/g)+9) = — %h cosBeq(a° +0°)
On adonc

mh
f(n) ~ —Ecoseeq(a2+92)n, n—0
Le second membre est bien de la forme?n annoncée avec

2

a? = mEhcoseeq(a2 +¢9) >0

puisquebeq = arctg(—a/g) €] —11/2,0[ et que, des lors, cégq > 0.



ii. L'erreur ®; associée a I'application de la formule de Taylor a I'erdr

f(n) = f(0)+ f'(O)n + Ru(n)

peut s’exprimer sous la forme

2
Ra(n) = - 1"(&). &€o.n( (ouln,0)
Puisque
f”(n) = mahcogBeq+N) + Mghsin(Beq+N)
ona 2
Ra(n) = 1 [mahcos(Beq + €) + mahsin(Beq + &), & €100 (ou]n, 0]

Comme|cogBeq+&)| < 1 et|sin(Beq+&)| < 1, on obtient aisement la majoration

|R1(n)| < mh(a+0g)

N

gui constitue une borne de I'erreur associée a la lisétidn introduite en i.

iii. L'équation differentielle linéarisée s'écrit
2 d’n
(e ) dt? il

ou encore, sous forme canonique,

d?n 2

W +wn= 0
ol on a posé

a
Ww=——o=—=>0

/I +mk?

Le polyndme caractéristique associé a cette équatiifiérentielle linéaire a coefficients
constants et homogeéne est
L(2) =2 +uw?
Les zéros (simples) sontiw de sorte que la solution générale de I'équation difiéedle
linéarisée s’écrit
n(t) = Acoswt + Bsinwt

OUA etB sont des constantes d’intégration. L'équilibre est detable puisque, quelles que soient
les conditions initiales, la perturbatiapreste bornée au cours du temps.

De facon alternative, la question Il peut étre abordéecenmencant par simplifier la fonctioi(n)
en écrivant

f(n) = —mahcogBeq+N) — mghsin(Beq+n)
= —mah(c0SBeqCOSN — SiNBeySiNN) — Mgh(SinBgqCosn + coBegsInN )
= —MhcoSBeq(a+ gtgBeq) COSN + MhcosBeq(atgBeq— g) sinn

= —mhcosBeq(a+ g [—a/g]) cosn + mhcosBeq(a [—a/g] — g) sinn
=— mEhcoseeq(a2 +g?)sinn

La résolution du probléeme peut ensuite étre menée exasit comme ci-dessus en appliquant la
formule de Taylor a la fonction sinus.



Cette expression desuggére qu’une majoration plus fine de I'erreur peut éitermue en appliquant
la formule de Taylor a I'ordre 2. Exploitant le fait que lew#loppement de MacLaurin de gime
comporte que des puissances impaireg den peut en effet écrire

2
1) = £(0)+ /(00 + 1(0)F- +Rel) = /(00 + Re(n)

ou

3
Ro(n) = 31" (&), E€Jo.n] (ouln, o]

On calcule aisément i
m
() = T coSBeq(a® + g%) cosn

de sorte que
n®mh 2, 2
Ro(n) = A g COosBeqg(a” +9g°)cost, & <|0,n[ (ou]n,0[)

Tenant compte dicost| < 1, on obtient la majoration

In|*mh

|R2(n)| < ar g Coseeq(a2+92)

Remarquons encore que, en exploitant la relation entre@fegibns cos et tg, on peut &crire

g

Ve

c0SBeq = cogarctg—g/a)) =

de sorte que

mhy/a? + g?
() ~-mhy/a2+@n et |Rl< VI TE s

3!

Question llI

L'équation
d3h dh
P o
dz dz
est une équation difféerentielle linéaire non homog&weesolution généralgz) est donc la somme de la
solution généralen(z) de I'équation homogene associée et d’une solutionqaiirehy(z) de I'equation
non homogene.

A

Commencons par rechercher la solution générale dadtan homogéne
h/// _ mzh/ _ O

L'équation étant linéaire a coefficients constantsusgonsidérons le polyndme caractéristique
associé

L(X) =X —mPx = x(>¢ —nP)

qui possede les 3 zéros simpbes- 0 etx = +m. La solution générale de I'eéquation homogéne s’écrit
alors
hh(Z) =C1+Co @™ 4+Cze ™

ouCq, G, etCs sont des constantes.

L'examen de I'equation non homogéne (ou I'applicatiodadméthode de I'exponentielle-polyndme)
suggére de rechercher une solution particuliere de laddi,(z) = Cz ou C est une constante. En
injectant cette expression dans I'équation, on trouvenagiC = —\ /nm? de sorte que

A
hp(2) = —@Z



La solution générale de I'eéquation différentielle akirs donnée par
A
h(z) = C, +Co €™+ C3e” ™~ Wz

Les constante€,, C, etCsz peuvent étre déterminées en utilisant les conditionxdiaines du probleme
differentiel :h(0) =0,h' (1) =, H(-1) =
Ona

A
/ _ mz__ —mz__
h(z) = mGe™—mGe 5

de sorte que les conditions s’écrivent
h(O) = C]_—{—Cz—|—C3 =0

(1) = mCzem—mC3e‘m—% =u

A
/(_ _ —m__ o
H(-1) =mGe ™-—mGe"-— =

Aprés résolution du systeme, on obtient

MU+ A
=0 C= S e e
En introduisant les fonctions hyperboliques, la solutiarpdobleme s’écrit alors
MPU+A o, MPUEA o, A MR+ A
"2 = echm® 2nchm® me2~ méchm oMM p?

i. Eninversant les relations

&E=x—ut
{ (%)
T=t
on obtient
X=2¢&+ut
t=r1
qui réalise la correspondance inverse. Les relationsigééint donc une bijection d&? sur lui-
méme.
Les relations &) sont indéfiniment continiment dérivables &fret telles que le Jacobien
0¢ 0¢
0(&T) _|ox ot|_|1 -u 2
J a0x.0) o ot 0 1 # 0 sur
ox ot
Dés lors, les relations définissent un changement deblasiaégulier d’ordre infini entr&? et
R?,
ii. A partir des relationsé), le theoréme de dérivation des fonctions composéesgted’écrire
0 %80 ot 0
ox O0x0f oxot 0%
0 09 0td 0 0
ot otof odtot  0& At
et donc
0> 0
@ 0g2

7



L'équation
oC odC 0°C
o Yox T ae (©)

se transforme en
oC* N oC* N uac* B KaZC*
o¢ ot 08 082

ouC*(&,1) =C(x[&,1],y[¢,T]), soit, finalement,

—u

oC* 0°C*

On constate que I'équatior] pour C*(&,T) et u quelconque est équivalente a I'équatidp) (
pourC(x,t) siu= 0. On sait que la solution, pour un rejet unitaire(grt) = (0,0), de

oC 0°C

e

est donnée par

1 X2
C(x,t) = T exp<—4—Kt>

La solution de &) pour un rejet unitaire effectué €m,t) = (0,0), soit (§,T) = (0,0), est donc

donnée par
C"(&,1) = ! ex <—€—2>
ATkt Pl 2

Ou encore, en revenant aux variables initiales,

Clxt) = M]

1
VATt P [ 4t



