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EXAMEN

Août 2021

Durée de l’́epreuve : 3 heures.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.
Répondez aux différentes questions sur des feuilles sépaŕees.
Indiquez sur chacune de vos feuilles et sur ce questionnairevotrenuméro d’ordre, votre nom de
famille en MAJUSCULES et votre prénom en minuscules.
Rendez le questionnaire avec vos copies.

Question I

On considère l’intégrale

I =
∫ 1

0
cos(e−x)dx

i. Énoncez les hypothèses minimales que doit vérifier une fonction f pour pouvoir lui appliquer la
formule de Taylor à l’ordre 5 au voisinage de 0.
En particulier, sur quel intervalle cette formule permet-elle d’écrire

cosy= P5(y)+R 5(y)

où P5(y) est le polynôme de Taylor à l’ordre 5?

ii. DéterminezP5(y) et l’expression de l’erreurR 5(y) correspondante.

iii. Déterminez une constanteC majorant l’erreur absolue|R 5(y)| sur [0,1].

iv. Évaluez l’approximation deI donnée par

Ĩ =
∫ 1

0
P5(e

−x)dx

v. Déterminez une borne de l’erreur|I − Ĩ |.

Question II

On étudie le mouvement d’un point matériel P se déplaçant sans frottement sur une tige tournant à vitesse
angulaire constante autour d’un point fixe O. La particule est soumise à la pesanteur et à une force centrale
attractive de la part du point O proportionnelle à la distance entre O et P. En variables adimensionnelles, le
mouvement du point matériel est décrit par l’équation différentielle

ρ′′+(n−1)ρ =−sinτ

où ρ(τ) représente la position en fonction du temps et oùn> 0 est un paramètre réel mesurant l’influence
relative de la force attractive et de la rotation de la tige.

i. Déterminez la solution générale de cette équation différentielle en discutant en fonction du
paramètren.

ii. Déterminez complètementρ(τ) dans le cas oùn= 5, ρ(0) = 1 etρ′(0) = 0.

Tournez la page.



Question III

i. Si f (x) ∼ 1
x3 pourx→ 0, peut-on en déduire que lim

x→0

[

f (x)− 1
x3

]

= 0? Justifiez.

ii. En partant de la définition de la différentiabilité d’une fonction f dansR2, montrez que, sif est
différentiable au voisinage dex0 ∈ R

2, elle est continue en ce point.

iii. On considère le changement de variables entre les coordonnées cartésiennes et polaires défini par les
relations (voir figure)











x= r cosθ

y= r sinθ
ereθ

ex

ey

θ

r

x

y

Il s’agit d’un changement de variables régulier d’ordre infini entre les ouverts

Ω= R
2\{(x,y) : y= 0, x≥ 0} et Ω′ = {(r, θ) : r ∈]0,+∞[, θ ∈]0,2π[}

Ce résultat ne doit pas être redémontré.

(a) Établissez l’expression des opérateurs
∂
∂x

et
∂
∂y

en fonction des variablesr et θ.

(b) Établissez l’expression de l’opérateur vectoriel∇ = ex
∂
∂x

+ ey
∂
∂y

en fonction des variablesr et θ

et des vecteurs unitaireser et eθ des coordonnées polaires.

iv. Soit le champ vectoriels = xex+yey+zez exprimé en fonction des coordonnées cartésiennes.

(a) Calculez la divergence des.

(b) Calculez le rotationnel des.
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SOLUTION

Question I

Hypothèses de
la formule de Taylor :
2 pts, pénalité de 1 pt
par hypothèse fausse
ou manquante

i. La formule de Taylor peut être appliquée à l’ordre 5 surun intervalle[0,y] (resp.[y,0])
à toute fonctionf réelle,∈ C5([0,y]) (resp.∈ C5([y,0]) et 6 fois dérivable sur]0,y[
(resp.]y,0[).

Particularisation
à cos : 2 pts dont 1 pt
pourR

La fonction cos étant réelle et indéfiniment continûment dérivable surR, la formule
de Taylor proposée est donc applicable surR.

Total i : 4 ptsii. Le polynôme de TaylorP5(y) et l’expression de l’erreurR5(y) au voisinage de
l’origine sont respectivement définis par Connaissance de

l’expression générale
deP5 : 1 ptP5(y) = f (0)+y f ′(0)+

y2

2!
f ′′(0)+

y3

3!
f (3)(0)+

y4

4!
f (4)(0)+

y5

5!
f (5)(0)

et Connaissance de
l’expression générale
deR 5 : 1 pt

R 5(y) =
y6

6!
f (6)(ξ) où ξ ∈]0,y[ (ou ]y,0[).

Information surξ : 1 pt
Pour la fonctionf (y) = cosy, il vient successivementf (0) = 1 et

Mise en oeuvre de la
formule : 1 pt

f ′(y) =−sin(y) f ′(0) = 0

f ′′(y) =−cos(y) f ′′(0) =−1

f (3)(y) = sin(y) f (3)(0) = 0

f (4)(y) = cos(y) f (4)(0) = 1

f (5)(y) =−sin(y) f (5)(0) = 0

f (6)(y) =−cos(y)

de sorte que Expression deP5 : 1 pt
Expression deR5 : 1 pt

P5(y) = 1− y2

2
+

y4

24
et R 5(y) =− y6

720
cos(ξ) où ξ ∈]0,y[ (ou ]y,0[)

Total ii : 6 pts

iii. Il découle de ce qui précède que

|R 5(y)|=
1

720

∣

∣y6
∣

∣ |cos(ξ)| où ξ ∈]0,y[ (ou ]y,0[)

Si y∈ [0,1], ξ ∈]0,1[ et |cosξ|< 1 de sorte que

|R5(y)|<
1

720
Total iii : 3 pts

iv. Utilisant le polynôme de Taylor obtenu au point ii. eny= e−x ∈ R, on a

Méthode : 1 ptĨ =
∫ 1

0
P5(e

−x) dx=
∫ 1

0

[

1− (e−x)2

2
+

(e−x)4

24

]

dx

=

∫ 1

0

[

1− e−2x

2
+

e−4x

24

]

dx

=

[

x+
e−2x

4
− e−4x

96

]1

0

= 1− 1−e−2

4
+

1−e−4

96
Résultat correct : 2 pts
Total iv : 3 pts
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v. Exploitant les résultats précédents, on a
Expression deI − Ĩ en
fonction deR5 : 1 ptI =

∫ 1

0
cos(e−x) dx=

∫ 1

0

[

P5(e
−x)+R5(e

−x)
]

dx= Ĩ +
∫ 1

0
R 5(e

−x) dx

de sorte que Majoration : 3 pts,
dont
1 pt pour la majoration
de la valeur absolue de
l’intégrale et 1 pt pour
la justification des
intervalles de variation

∣

∣I − Ĩ
∣

∣=

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0
R5(e

−x) dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 1

0

∣

∣R 5(e
−x)

∣

∣dx

Puisquex varie dans l’intervalle[0,1], e−x est dans l’intervalle[e−1,1] ⊂ [0,1]. Il
résulte de la majoration obtenue au point iii. que

∣

∣I − Ĩ
∣

∣<

∫ 1

0

1
720

dx=
1

720
Total v : 4 pts
TOTAL QI : 20 PTS

Question II

i. L’équation Décomposition de la
solution en ρh + ρp

(annoncée
ou mise en pratique) :
2 pts, dont 1 pt pour la
justification par la
linéarité.

ρ′′+(n−1)ρ =−sinτ

est une équation différentielle linéaire non homogène. Sa solution généraleρ(τ) est
donc la somme de la solution généraleρh(τ) de l’équation homogène associée et
d’une solution particulièreρp(τ) de l’équation non homogène.

Commençons par rechercher la solution générale de l’équation homogène

ρ′′+(n−1)ρ = 0

L’équation étant linéaire à coefficients constants, nous considérons le polynôme
Polynôme
caractéristique : 2 pts,
pas de pénalité si la
justification ”linéaire à
coefficients constants”
manque.

caractéristique associéL(z) = z2 + n − 1 dont la nature des zéros dépend du
paramètren.

(a) Si n < 1, L(z) possède les deux zéros réelsz = ±
√

1−n et la solution de
l’équation homogène s’écrit

Zéros sin< 1 : 1 pt

ρh(τ) si n < 1 : 2 pts,
forme alternative pas
attendue

ρh(τ) = Aexp(
√

1−n τ)+Bexp(−
√

1−n τ)

ou encore
ρh(τ) =Cch(

√
1−n τ)+Dsh(

√
1−n τ)

oùA, B, C et D sont des constantes.

(b) Si n = 1, L(z) possède le zéro doublez = 0 et la solution de l’équation
homogène s’écrit Zéros sin= 1 : 1 pt

ρh(τ) si n= 1 : 2 ptsρh(τ) = Aτ+B

oùA etB sont des constantes.

(c) Sin> 1, L(z) possède les deux zéros complexes conjuguész=±i
√

n−1 et la
solution de l’équation homogène s’écrit

ρh(τ) = Aexp(i
√

n−1 τ)+Bexp(−i
√

n−1 τ)

ou encore, sous forme réelle, Zéros sin> 1 : 1 pt

ρh(τ) si n > 1 : 2 pts
(forme réelle ou non)

ρh(τ) =Ccos(
√

n−1 τ)+Dsin(
√

n−1 τ)

oùA, B, C et D sont des constantes.

4



Puisque l’équation est linéaire à coefficients constants et que le second membre

f (τ) =−sinτ = ℑ
[

−eiτ]

est la partie imaginaire d’une expression du type exponentielle-polynôme, nous
pouvons rechercher une solution particulière de la forme Utilisation d’une

méthode appropriée :
2 pts dont 1 pt pour la
justification adaptée à
la méthode

ρp(τ) = ℑ
[

K tα eiτ]

où K est une constante etα est la multiplicité dei comme zéro du polynôme
caractéristique. Deux cas se présentent alors.

(a) Si n 6= 2, i n’est pas un zéro deL(z), α = 0 et on peut chercher une solution
particulière de la forme

ℑ
[

K eiτ]

Introduisant cette solution dans l’équation

ρ′′+(n−1)ρ = ℑ
[

−eiτ]

et laissant provisoirement tomber les symbolesℑ (ce qui est permis puisque les
coefficients sont réels et l’équation linéaire), nous obtenons

−K eiτ+(n−1)K eiτ =−eiτ

soit

K =
1

2−n

et donc ρp(τ) si n 6= 2 : 2 pts

ρp(τ) = ℑ
[

1
2−n

eiτ
]

= ℑ
[

1
2−n

(cosτ+ i sinτ)
]

=
sinτ
2−n

(b) Si n = 2, i est un zéro simple deL(z), α = 1 et on peut chercher une solution
particulière de la forme

ℑ
[

K τ eiτ]

Introduisant comme ci-dessus cette solution dans l’équation

ρ′′+(n−1)ρ = ρ′′+ρ = ℑ
[

−eiτ]

nous obtenons
2iK eiτ−Kτeiτ+Kτeiτ =−eiτ

soit

K =
−1
2i

=
i
2

et donc ρp(τ) si n= 2 : 3 pts

ρp(τ) = ℑ
[

i
2

τeiτ
]

= ℑ
[

i
2

τ(cosτ+ i sinτ)
]

=
τ cosτ

2

En conclusion, la solution générale de l’équation diff´erentielle s’écrit

• Si n< 1, Solution générale si
n < 1 sous une forme
ou une autre : 1 pt

ρ(τ) =Cch(
√

1−n τ)+Dsh(
√

1−n τ)+
sinτ
2−n

• Si n= 1, Solution
générale sin= 1 : 1 pt,
seulement attribué sin
est remplacé par 1

ρ(τ) = Aτ+B+
sinτ
2−n

= Aτ+B+sinτ
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• Si n> 1 etn 6= 2,
Solution générale
(sous forme réelle ou
pas) sin> 1 et n 6= 2 :
1 pt

ρ(τ) =Ccos(
√

n−1 τ)+Dsin(
√

n−1 τ)+
sinτ
2−n

• Si n= 2,
Solution générale
(sous forme réelle ou
pas) si n = 2 : 1 pt,
seulement attribué sin
est remplacé par 2

ρ(τ) =Ccosτ+Dsinτ+
τ cosτ

2

Total i. : 24 pts

ii. La solution générale dans le casn= 5, s’écrit Solution générale si
n= 5 : 1 pt

ρ(τ) =Ccos(2 τ)+Dsin(2 τ)− sinτ
3

Les conditions initialesρ(0) = 1 etρ′(0) = 0 conduisent aux relations Détermination des
constantes : 4 pts





C= 1

2D− 1
3
= 0 soit D =

1
6

La loi du mouvement s’écrit donc Loi du mouvement
sous forme réelle : 1 pt

ρ(τ) = cos(2 τ)+
sin(2 τ)

6
− sinτ

3
Total ii. : 6 pts
TOTAL QII : 30 PTS

Question III

i. Non, comme le montre l’exemple de la fonction

Contre-exemple
correct : 2 pts
Vérification de
l’hypothèse et
négation de la thèse :
1 pt

f (x) =
1
x3 +

1
x

telle que

f (x) ∼ 1
x3 , (x→ 0) mais lim

x→0

[

f (x)− 1
x3

]

= lim
x→0

1
x
= ∞

Total i. : 3 pts
Pas de point si réponse
correcte donnée sans
justification.

ii. Par définition, une fonctionf est différentiable dans un voisinageV dex0 ∈ R
2 si f Particularisation de la

réponse àR2 : 1 ptest dérivable surV et si

f (x0+h)− f (x0) =
2

∑
i=1

hi
∂ f
∂xi

(x0)+o(|h|), (h→ 0)

Dès lors Définition de la
différentiabilité : 2 pts

lim
h→0

[ f (x0+h)− f (x0)] = lim
h→0

[

2

∑
i=1

hi
∂ f
∂xi

(x0)+o(|h|)
]

= 0
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puisque, d’une part, Démonstration de la
continuité : 2 ptshi → 0 sih→ 0

et que, d’autre part, par définition de la relationo,

lim
h→0

o(|h|) = 0

On obtient donc Total ii. : 5 pts
lim
h→0

f (x0+h) = f (x0)

ce qui exprime la continuité def enx0.

iii. (a) Le théorème de dérivation des fonctions compos´ees permet d’écrire Utilisation correcte du
théorème de dérivation
des
fonctions composées :
3 pts

∂
∂r

=
∂x
∂r

∂
∂x

+
∂y
∂r

∂
∂y

= cosθ
∂
∂x

+sinθ
∂
∂y

(♣)

∂
∂θ

=
∂x
∂θ

∂
∂x

+
∂y
∂θ

∂
∂y

=−r sinθ
∂
∂x

+ r cosθ
∂
∂y

(♦)

Combinant ces relations selonr cosθ · (♣)−sinθ · (♦), on obtient

r cosθ
∂
∂r

−sinθ
∂
∂θ

= r cos2θ
∂
∂x

+r cosθsinθ
∂
∂y

+r sin2 θ
∂
∂x

−r cosθsinθ
∂
∂y

= r
∂
∂x

soit Expression de
∂
∂x

en

coordonnées polaires :
1 pt

∂
∂x

= cosθ
∂
∂r

− 1
r

sinθ
∂
∂θ

De même, évaluantr sinθ · (♣)+cosθ · (♦), on obtient

r sinθ
∂
∂r

+cosθ
∂
∂θ

= r sinθcosθ
∂
∂x

+r sin2θ
∂
∂y

−r sinθcosθ
∂
∂x

+r cos2θ
∂
∂y

= r
∂
∂y

soit Expression de
∂
∂y

en

coordonnées polaires :
1 pt

∂
∂y

= sinθ
∂
∂r

+
1
r

cosθ
∂
∂θ

Total (a) : 5 pts(b) Les vecteurs unitaires des coordonnées cartésienness’expriment en fonction de
ceux des coordonnées polaires suivant (voir figure dans l’´enoncé)

ex = cosθer −sinθeθ

ey = sinθer +cosθeθ

de sorte que l’opérateur nabla s’écrit finalement Expression deex et ey

en fonction deeθ eter :
1 pt∇ = ex

∂
∂x

+ ey
∂
∂y

= (cosθer −sinθeθ)

(

cosθ
∂
∂r

− 1
r

sinθ
∂
∂θ

)

+(sinθer +cosθeθ)

(

sinθ
∂
∂r

+
1
r

cosθ
∂
∂θ

)

=er

(

cos2θ
∂
∂r

− cosθsinθ
r

∂
∂θ

+sin2 θ
∂
∂r

+
sinθcosθ

r
∂
∂θ

)

+ eθ

(

−sinθcosθ
∂
∂r

+
sin2 θ

r
∂
∂θ

+cosθsinθ
∂
∂r

+
cos2θ

r
∂
∂θ

)

= er
∂
∂r

+ eθ
1
r

∂
∂θ Expression correcte de

∇ : 2 pts, dont 1 pt
pour la simplification
Total (b) : 3 pts
Total iii. : 8 pts7



iv. (a) La divergence des = xex+yey+zez est donnée par

∇ · s = ∂x
∂x

+
∂y
∂y

+
∂z
∂z

= 3

Total (a) : 2 pts

(b) En procédant formellement pour le calcul du déterminant, le rotationnel des se
calcule suivant

Total (b) : 2 pts
Total iv. : 4 pts∇∧ s =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x y z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

∂z
∂y

− ∂y
∂z

)

ex−
(

∂z
∂x

− ∂x
∂z

)

ey+

(

∂y
∂x

− ∂x
∂y

)

ez = 0

TOTAL QIII : 20 PTS
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