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Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Répondez aux défentes questions sur des feuillépai€es.

Indiquez sur chacune de vos feuilles et sur ce questionmaire numéro d’ordre, votre nom de

famille en MAJUSCULES et votregmom en minuscules.
Rendez le questionnaire avec vos copies.

On considere l'intégrale
1
I :/ coge ¥)dx
0

i. Enoncez les hypothéses minimales que doit vérifier unetifam f pour pouvoir lui appliquer la
formule de Taylor a I'ordre 5 au voisinage de 0.
En particulier, sur quel intervalle cette formule permié-d'écrire

cosy = P5(y) + R.s(Y)

ou P5(y) est le polyndme de Taylor & I'ordre 5?
ii. Déterminez®s(y) et I'expression de I'erreuR s(y) correspondante.
iii. Déterminez une constan@majorant I'erreur absolugR s(y)| sur[0,1].
iv. Evaluez I'approximation dedonnée par

= /O " py(e ) dx

v. Déterminez une borne de I'erreliirI].

Question Il

On étudie le mouvement d’un point matériel P se déplegams frottement sur une tige tournant a vitesse
angulaire constante autour d'un point fixe O. La particuteseamise a la pesanteur et a une force centrale
attractive de la part du point O proportionnelle a la diseaantre O et P. En variables adimensionnelles, le
mouvement du point matériel est décrit par I'eéquatidifedentielle

P’ 4+ (n—1)p= —sint
ou p(1) représente la position en fonction du temps ehotiO est un parametre réel mesurant l'influence

relative de la force attractive et de la rotation de la tige.

i. Déterminez la solution générale de cette équatioffiémintielle en discutant en fonction du
parametren.
ii. Déterminez completememi(t) dans le cas ot =5, p(0) = 1 etp’(0) = 0.
Tournez la page.



Question llI

o 1 o : 1 -
i. Sif(x)~ @ pourx— 0, peut-on en déduire qgiélﬁ'f(x) - ﬁ} = 07? Justifiez.

ii. En partant de la définition de la differentiabiliteuie fonctionf dansR?, montrez que, si est
differentiable au voisinage dg € R?, elle est continue en ce point.

iii. On considére le changement de variables entre leddoomées cartésiennes et polaires défini par les
relations (voir figure)

X =r cosf =Y

y=rsinf 0

Il s’agit d’'un changement de variables régulier d’ordrgninentre les ouverts
Q=R>\{(xy) :y=0,x>0} et Q' ={(r,0):rc]0,+o|,0c]0,2r1}
Ce résultat ne doit pas &tre redémontré.

(a) Etablissez I'expression des opérate%;t(setg—y en fonction des variableset 6.

)

. : . , 0 0 . .
(b) Etablissez I'expression de I'opérateur vectofiek eX—X + q,a/ en fonction des variablaset 6
et des vecteurs unitaires et ey des coordonnées polaires.

iv. Soit le champ vectoried = xe, + ye, + ze; exprimé en fonction des coordonnées cartésiennes.
(a) Calculez la divergence de
(b) Calculez le rotationnel de



i. Laformule de Taylor peut étre appliquée aI'ordre Swintervalle[0,y] (resp.[y, 0])
a toute fonctionf réelle, € Cs([0,y]) (resp.€ Cs([y,0]) et 6 fois dérivable suj0,y|

(resp.]y,0]).

La fonction cos étant réelle et indéfiniment continOm@é@rivable suiR, la formule

SOLUTION

de Taylor proposée est donc applicable Bur

ii. Le polyndbme de TaylorZs(y) et I'expression de l'erreuRs(y) au voisinage de

I'origine sont respectivement définis par

P5(y) = £(0)+yf
et

Rs(y) =

0+ 10+
%
5 2@®

y3f(3)

3!

)+

Y i@ Y 6

a2 (0)+§ 0)

ou¢ €]0,y[ (ouly,0]).

Pour la fonctionf (y) = cosy, il vient successivemerit(0) = 1 et

f(y) =
19(y) =
() =
o) =
VRS
de sorte que
£P5(y):1—y—22+§1 et

= —sin(y)

Rs(y) =

iii. 1l decoule de ce qui précéde que

|R 5(Y)

~ 720

\VG\ |cog(&)]

¥

- 720

f(

f(0)=0
f"(0) =
@) =0

(0 =1

®0) =0

257C08&) ou & <]0,y[ (ouly,0))

ou & €]0,y[ (ouly,0[)

Siye[0,1], & €]0,1] et|cost| < 1 de sorte que

1

)| < o

iv. Utilisant le polyndme de Taylor obtenu au pointii. ga- e * € R, on a

i (e <e-X>4} N

. 1
| = / £P5(e*X
0

1
dx:/

2

+24

N
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Hypothéses de
la formule de Taylor :
2 pts, pénalité de 1 pt
par hypothése fausse
ou manquante

Particularisation

acos: 2 pts dont 1 pt
pourR

Total i : 4 pts
Connaissance de

I'expression générale
de®s : 1 pt

Connaissance de
I'expression générale
deRs:1pt

Information sug, : 1 pt

Mise en oeuvre de la
formule : 1 pt

Expression d&s : 1 pt
Expression d&s : 1 pt

Total ii : 6 pts

Total iii : 3 pts

Méthode : 1 pt

Résultat correct : 2 pts
Total iv : 3 pts



v. Exploitant les résultats précédents, on a
Expression dé— 1 en

1 1 !
I :/0 coge ) dx:/0 [P5(e7) + Rs(e7)] dx =1 +/0 R 5(e7) dx fonction deRs : 1 pt
de sorte que Majoration : 3 pts,

|| — I~| = ‘/0117(5(e—x) dx| < /()l‘ﬂ5(e—x)|dx dont

1 pt pour la majoration
Puisquex varie dans l'intervalle[0,1], e % est dans lintervallde™t,1] c [0,1]. Il de la valeur absolue de
résulte de la majoration obtenue au point iii. que

l'intégrale et 1 pt pour
la justification des

[ 1 dx— L intervalles de variation
o 720 720
Total v : 4 pts
ToTAL QI : 20PTsS
Question I
i. L'équation Décomposition de la
p"+(n—1)p=—sint solution en pn + Pp

est une équation differentielle linéaire non homogése solution générale(t) est (annqncee i .
donc la somme de la solution généraigt) de I'équation homogéene associée gt mise en pra ique) -

d’une solution particulier@p(t) de I'équation non homogene. 2 pts, dont 1 pt pour la
justification par la

Commencons par rechercher la solution générale daedtn homogéne linéarité.

p"+(n-1)p=0

Polynéme
caractéristique : 2 pts,
pas de pénalité si la
justification "linéaire a
(@) Sin< 1, L(z) possede les deux zéros réels- +1/1—n et la solution de coefficients constants”

L'équation étant linéaire a coefficients constantsysx@onsidérons le polyndme
caractéristique associ&(z) = 2 +n— 1 dont la nature des zéros dépend du
parametren.

I'équation homogéne s’écrit manque.
Zérossn<1:1pt
A V1 B V1 .
Ph(T) = Aexp(vl—=nT) + Bexp(—v1-nT) Pn(T) sin< 1: 2 pts,
ou encore forme alternative pas
pn(1) =Cch(v1—n1)+Dsh(v1—nT1) attendue

OUA, B, C etD sont des constantes.

(b) Sin=1, L(z) possede le zéro double= 0 et la solution de I'équation
homogeéne s’écrit Zérossn=1:1pt
pn(t) =At+B pn(T) sin=1:2pts
OU A etB sont des constantes.

(c) Sin> 1, L(z) possede les deux zéros complexes conjuguési/n—1 etla
solution de I'équation homogéne s’écrit

Pn(T) = Aexp(ivn—11) + Bexp(—ivn—11)
ou encore, sous forme réelle, Zérossn>1:1pt

Pn(t) =Ccogvn—11) +Dsin(vn—11) Pn(T) sin>1:2 pts

(forme réelle ou non)
OUA, B, C etD sont des constantes.



Puisque I'équation est linéaire a coefficients constangue le second membre
f(1) =—sint=0[-¢€"]

est la partie imaginaire d’'une expression du type expoekspolyndme, nous

pouvons rechercher une solution particuliere de la forme Utilisation d'une
. méthode appropriée :
pp(T) = DKt €7] 2 pts dont 1 pt pour la
justification adaptée a

ou K est une constante et est la multiplicitt dei comme zéro du polyndme

L i la méthode
caractéristique. Deux cas se présentent alors.

(@) Sin#2,i n'est pas un zéro d&(z), a = 0 et on peut chercher une solution
particuliere de la forme _
O[K eT]

Introduisant cette solution dans I'équation
p’+(n—1p=0[-€]

et laissant provisoirement tomber les symbadle&e qui est permis puisque les
coefficients sont réels et I'équation linéaire), nouteabns

—KeT+(n—1)Ke' = —¢€"

soit 1
K=—
2—n

et donc Pp(T) Sin#2: 2 pts
1 1 sintT
1)=0|—¢€" =0|z—(cost+isint)| = ——
polt) = 0| 57| = 0| 52 cost-risimn) | = 57
(b) Sin=2,i est un zéro simple d&(z), a = 1 et on peut chercher une solution
particuliere de la forme '
O[KT €T
Introduisant comme ci-dessus cette solution dans I'éguat
p'+(n—1p=p"+p=0[-¢€"]

nous obtenons _ ' ' '
2K ' —Kte'+Kte' = — €'
soit )
-1 o

et donc . _ Pp(T) Sin=2: 3 pts
pp(1) =0 [lzre”] =0 {I—T(COSI—i—iSinT)] _ Lcost

2 2

En conclusion, la solution générale de I'équationadifitielle s'écrit

e Sin<1, . Solution générale si
sin
p(t) =Cch(v1-n1)+Dsh(v1l-nT1)+ St n < 1 sous une forme
2—-n ou une autre : 1 pt
e Sin=1, _ Solution
sinT i ., L
p(1) = AT+ B+ —— = AT+ B+sint générale sn=1:1pt,
2—n seulement attribué si

est remplacé par 1



e Sin>1letn##2,

sint Solution générale
p(t1) =Ccogv/n—11) +Dsin(vNn—11) + —— (sous forme réelle ou
2-n pas)sh>1letn+£2:
e Sin=2, 1pt
: T COST 1 ané
p(T) = Ccost + Dsint + Solution g,enerale
2 (sous forme réelle ou
pas) sin=2 : 1 pt,
seulement attribué si
est remplacé par 2
Total i. : 24 pts
ii. La solution générale dans le cas= 5, s'écrit Solution générale si
. n=5:1pt
. sint
p(1) =Ccog21)+Dsin(21) — =
Les conditions initialep(0) = 1 etp’(0) = 0 conduisent aux relations Détermination des
constantes : 4 pts
c=1
1 1
2D-=-=0 soit D==
3 6
La loi du mouvement s’écrit donc Loi du mouvement
sin(2t)  sint sous forme réelle : 1 pt
P(1) =cos2T) + —— — —=
Total ii. : 6 pts
ToTAL QII : 30 PTS
| Question lll I
i. Non, comme le montre I'exemple de la fonction
1 1 Contre-exemple
fX)==5+-
Y x3 * X correct : 2 pts
telle que Vérification de
I'hypothése et

1 . . 1 o1 é 1 A :
F(x) ~ 3 (x—0) mais X'L”S [f(x) B _} _ IX'E})Q o T;giatlon de la thése :

Total i. : 3 pts

Pas de point si réponse
correcte donnée sans
justification.

i. Par définition, une fonctiorf est differentiable dans un voisinagédexq € R?si f  Particularisation de la
est dérivable sut’ et si réponse &? : 1 pt

2 of
f(xg+h)—f(xg) =Y hi=—(xg) +0(|h]), h—0
(xo+h) — f(xo) i; 'axi(o) ([h[) ( )
Dés lors Définition de Ia

2 o différentiabilité : 2 pts
lim [f(xo+h) = f(x0)] = fim L;hia—,q«xowo(rhr)] =0

6



puisque, d'une part,
hj —+0sih—0

et que, d'autre part, par définition de la relatmn

lim o) =

On obtient donc
lim f(X() + h) = f(XQ)
h—0

ce gui exprime la continuité deenxg.

iii. (a) Lethéoreme de dérivation des fonctions congasspermet d’écrire

o oxa yo a9
ar “orax Taray  CO¥ax TSNy
0 o0xd odyo . 0 0
36 a8ox "asay o9y Hreosa

Combinant ces relations selonost - (&) — sinB - ($»), on obtient

o8- —sing —rco§6 +rcosesmea +rsir? e— _rcosBsing —r %
or 00 oy
soit 5 5 1 o
Fvie cosea - —smG%

De méme, évaluamtsin® - (&) + cosb - (<), on obtient

0 0 0
rsmea Jrcoseﬁ—rsmecosea +rsm29 % 5

soit 5 5 1 5
a{—smea + = 0056%

(b)

ceux des coordonnées polaires suivant (voir figure dan®Hce)
€ = cosbe; — sinbeg
&y = SinBe; + cosBey
de sorte que l'opérateur nabla s’écrit finalement
0 0
O=e—— +6—
Xox eyay

. 0 1 0
= (cosBe — sinBey) (cosea— —— smeae>

+ (sinBer 4 cosbey) (smea + 10039a >

0 00
0 cosfsinb o . ».0 sinBcosBa
d sifBad 0
+ee< smecosea WLT%Jrcoszesnea +
o0 10
% "% %

ay

—rsmecosea +rcos’-9—y —r

co<09

»)

r

()

()

Démonstration de la
continuité : 2 pts

Total ii. : 5 pts

Utilisation correcte du

théoréme de dérivation
des

fonctions composées :
3 pts

0Xx

0

00

. 0
Expression dea—X en
coordonnées polaires :

1 pt

ay

Expression deg—y en

coordonnées polaires :
1pt

Les vecteurs unitaires des coordonnées cartésienagsiment en fonction de Total (@) : 5 pts

Expression dey etey
en fonction dex ete; :
1pt

Expression correcte de
O : 2 pts, dont 1 pt
pour la simplification
Total (b) : 3 pts

Total iii. : 8 pts



iv. (a) Ladivergence de= xe,+ ye, + ze, est donnée par

(b) En procédant formellement pour le calcul du déterminke rotationnel des se

calcule suivant

UAs= |

& &

a 0
dy 0z
y z

U-s

ox oy

:Ox+

0z

oy 0z

=3

Total (a) : 2 pts

Total (b) : 2 pts
Total iv. : 4 pts

ToTAL QIIl : 20 PTS



