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université MATHO0002-4 - ANALYSE MATHEMATIQUE 1
EXAMEN

Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.

Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Répondez aux di#fentes questions sur des feuillé&paiées.

Indiquez sur chacune de vos feuilles voineméro d'ordre votre nom de famille en
MAJUSCULES et votre pnom en minuscules.

Rendez I'enveloppe et le carton avec votre amomd’ordre en néme temps gue vos copies.

Définissez mathématiquemeynt lify) = +-oo.
—y—00

La relation entre le taux de cisaillemepet les tensions visqueusesians le sang peut étre décrite
par une modification du modéle de Casson se traduisant par

2
T :y[ /Ploo + /%(1_e—\/m_\/)}
ol e, T, etmdésignent des parametres strictement positifs.

Déterminez un comportement asymptotiquer @a fonction dey lorsque le taux de cisaillement est
faible,i.e. poury — O*.

iii. D'une part, une forcer est dite conservative si elle dépend de la positiary,z) du point ou elle

s’applique par le biais d'une loi du tyge= —0V ouV =V (X, Y, z) est appelé le potentiel de la force.
D’autre part, la puissanc® développée par une foréedont le mouvement du point d'application
est décrit par le vecteur positiat) = x(t)e, + y(t)e, + z(t)e, vaut

ds
P=F o

Démontrez que la puissan@développée par une force conservative est telle que

P(t) = ~ SV (0, (), 210)

Quelles conditions sur les fonctiolgx,y,z), X(t), y(t) etz(t) permettent d’établir ce résultat?
Sous quelles conditions les relations

x=x(&,n,o0)
y=Yy(&n,o)
z=12(&,n,0)

définissent-elles un changement de variables régul@dce 2 entre deux ouverts et deR3?

Tournez la page.



Question I

On se propose d’approcher la fonction

X
f(x) = arcthXT1

en appliquant la formule de Taylor & I'ordre 2 au voisinagedd

i. Justifiez theoriguement cette application de la forndgldaylor. Pour quelles valeurs déa formule
est-elle applicable ?

ii. Déterminez le polyndbme de Tayld®(x) de degré 2 et I'erreuR »(x) correspondante.
iii. Montrez que I'erreun® »(x)| est inferieure & 5102 pour toutx € [0,1071].

Question Il

La déformationy(x) d’'une poutre droite prismatique de longuelichargée d'une force constante
d’intensiteP > 0, parallele a son axe et excentrée d’'une distahse) est décrite par
d?y
El— dP=0
e Ty+d) ©)
ou E etl sont des constantes strictement positives corresponedspectivement au
module d’élasticité et au moment d'inertie de la sectiawitd de la poutre.

i. Déterminez la solution générale d@)(

ii. Déterminez la déformation de la poutre dont les axités sont bloquées
(y(0) =y(¢) = 0) pour toutes les valeurs &> 0 pour lesquelles le probléme
differentiel correspondant admet une solution unique.

iii. Déterminez lacharge critiqgue d’Euler R, i.e. la plus petite valeur d@ > 0
pour laquelle le probléeme differentiel ci-dessus n’atippas une solution
unigue. Montrez que celle-ci correspond a la ruine de iectiire en calculant

lim y(¢/2).

P—Per

Question IV

Un magasin décide d’emballer chacun de ses cadeaux de
Noél dans une boite parallélépipédique décorativieweée par
un ruban. Le ruban doit faire deux fois le tour de la boitesdame
direction et une fois dans un plan perpendiculaire (cftitatton
ci-contre). En outre, un noeud utilisant 70 cm du ruban vie I N _1

terminer I'emballage. /

Déterminez le volume et les dimensiony etzde la boite de plus |~ /
grand volume pouvant étre ficelée de la sorte en utilisamtiban
d’'une longueur d’exactement 250 cm (noeud compris). Justifie




SOLUTION TYPE

i. L'expressiony_!i[n f(y) = +o0 peut étre traduite mathématiquement par

(YM > 0) (3N > 0) (Vyedomf:y< —N): f(y) > M
ou domf désigne le domaine de définition de la fonctian
ii. Soit 5
=y Vi e vm)
La formule de Taylor appliquée a la fonction réelfeseC,(R) permet d’écrire
&€ =1+x+0(x%), (x—0")
Lorsque le taux de cisaillement est faible, on a donc
e VW=1-my+0(y), (y—0)
On obtient alors successivement
1-e V™~ /my, (y—0h)
et
T, 2
T NV[\/EM/V\/mv] , (y—=0%)
c’est-a-dire ,
T~ Y[yHe+ VML), (y—07)

iii. PuisqueF = —[V, la puissance développée par la force s’appliquant a eisilendont la position
varie au cours du temps selsft) = x(t)ex+ y(t)e, + z(t)e, est donnée par
ds ds

P=F. g =-OV.

= (Vs VMg s N, (g Dy, 4 92
- \ox * ayey 9z ° at Ay T ar™

_(Wdx, vy, vdz
~ \oxdt odydt odzdt

ou les dérivées partielles dé sont évaluées en la positidm(t),y(t),z(t)) du mobile a l'instant
considéré. Par application du théoreme de dérivatesfonctions composées, il vient donc

d
P = — gV (X(t).y(t),zt)

Cette application peut &tre justifiee par la continuévailité de la fonctiorV sur un ouverf) C R3
contenant les positions successipg$),y(t), z(t)) du mobile,i.e. sa trajectoire, et la dérivabilité des
fonctionsx(t), y(t) etz(t) sur l'intervalle de temps considéré.

iv. Les relationsx =x(&,n,0), y=y(&,n,0) etz=2z&,n,o) définissent un changement de variables
régulier d’ordre 2 entre les ouveiset '  R3 si



e les relations sont bijectivesg. pour tout(x,y,z) € €, il existe un et un seul poir§,n, o) €

tel que
x=X(&.n,o)
y=y(&n,o)
z=12(&,n,0)

e les relations sont 2 fois continllment dérivables(3Uet leur Jacobien ne s’annule en aucun point
de(,i.e.
0 on OJdo

0(&,n,0) |0§ on 0o
0z 0z 0z

% on 9o

Question I

i. La formule de Taylor peut étre appliquée a la fonction

X
f(x) = arcthXT1
al'ordre 2 au voisinage de 0 pour toutel quef est réelle,f € C,([0,x]) (resp.f € Cy([x,0])) et f
est 3 fois dérivable sUb, x| (resp. sutx,0]).
La fonction arcth étant réelle, définie et indéfinimeahtiniment dérivable syr—1,1] et le plus
grand intervalle contenant I'origine sur lequel la fonnotix/(x — 1) est trois fois dérivable étant
] — o, 1], les hypothéses ci-dessus sont rencontrées poux todt tel que

X
-1<——<1
<X—1<

La résolution de cette double inéquation conduital < x < 1— X puis ax < 1/2.
La formule de Taylor peut donc étre appliquée dans les itiond envisagées sur l'intervalle
| —,1/2].

ii. Laformule de Taylor d’ordre 2 s'écrit

X2 x3
(0 =f(0)+x F'(0)+ 3 F(0)+ 5 fP(E)
ou¢ €]0,x (oug €]x,0[ six < 0).
On calcule tout d’abord
F(x) = 1 (x—l)—x: -1 1
L x \2 (x=12  (x—1)2-x2 2x-1
(3)
de sorte qud’(0) = —1. Ensuite, il vient successivement
f/(x) = =2 f7(0) = —2
(x—-1)%’
8
@x)= — =
9 (x) -1



Dés lors,

ou
Pr(X) = —x— X?
et 3 g
Ra(X) = ENCIE
iii. Pourtoutxec [0,1071],0ona0<& <x<10tet
%01~ | | - a T

ou0<x3<103 |26 -1 =1-28>1-2-101=0.8etdonc

103 8 1 1

R < =31 0.8° ~ 6.64 384

de sorte que, comme annonce,

|Rao(x)] <5-10°°
i. L'équation
d?y
El— P=
e +(y+d)P=0

peut s'écrire sous la forme canonique
o|2y+ P Pd
& EYT EI

Cette équation differentielle est linéaire et non hoereg Sa solution générajgx) est donc la
somme de la solution générajgx) de I'équation homogéne associée et d’'une solutionquaigre
Yp(X) de I'équation non homogene.

Commencons par rechercher la solution générale dadtan homogéne

d?y N P

e ElY T
Cette équation étant linéaire a coefficients constamtss considérons le polyndme caractéristique
associé

0

L(z):22+%

: R i ., |P . i ,
qui possede les deux zéros complexes conjugués:i = de sorte que la solution de I'eéquation

Yh(X) = Aexp (i\/§x> + Bexp(—i\/§x>

ou encore, sous forme réelle,

Yn(X) :Ccos<\/§ x) + Dsin( g x)

5

homogene s’écrit



OUA, B, C etD sont des constantes.
Le second membre étant constant, on identifie facilemesligion particuliere constanyg = —d.
La solution générale s’écrit des lors

y(X) :Ccos<\/§ x) +Dsin<\/§ x) —d

ii. La prise en compte des conditions aux limites donne

y(0)=C—-d=0 soit C=d

y(f):dcos(@ﬁ) +Dsin<\/§£> —d=0 (©)

Cette condition ne peut conduire a la déterminatiod a une solution unique que si le sinus est

different de zéro, c'est-a-dire si
P
— kmmkeZ
\/ = £k, ke

P
1— —
cos( EI€>
D=d
: P
sin ( =] €>
de sorte que, la déformation de la poutre s’exprime finafémar
1- cos( EE)
[P S P
y(x) =dcos| {/ = x| +d sin[ {/=x|—d
El ' P El
sin| 4/ = L

iii. La détermination des constant€set D et d’'une solution unique n’est pas possible,&P/El ¢ =
kr, k € Z. Lacharge critique d’Euleest la plus petite des valeurs Beorrespondantes & 1), soit

et

Dans ce cas,

El
Pcr:T[zﬁ

Pour cette valeur dB, on a
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. Per £\ . T Per £\ T
sm(ﬂa §>_sm§_l, cos( I2>_cosz_0

lim y(£/2) = +o
P—Per

de sorte que

Ceci correspond physiguement a la ruine de la structure.



Question IV

Vu les dimensiong, y etzde la boite, les 250 cm du ruban se décomposent selon

2X+4y+6z+70= 250

ou toutes les dimensionsy etz sont exprimées en centimetres.
Il s'agit donc ici de rechercher le maximum de la fonction

sous la contrainte

V =Xyz

g(X,y,2) = 2x+4y+6z—180=0

ainsi que des contraintes> 0,y > 0 etz > 0 liées a la nature des variables.

Les contraintes définissent 'ensemble comaa¢s valeurs admissibles constitué de la portion du plan
9(x,y,z) = 0 de sommet$90,0,0), (0,45,0) et (0,0, 30).

z

PREMIERE METHODE DE RESOLUTION

Puisque les fonctiong etg sont indéfiniment continliment dérivables & et donc differentiables,
et quellg = 2e, + 4e, + 66, # 0, on recherche le maximum parmi les points stationnairesaguangien

L(X, Y,z A) = Xyz— A(2x+ 4y + 6z — 180)

Ceux-ci sont les solutions dél. = 0, i.e. du systeme

(oL

&_yz—Z)\_O
%:xz—4)\:0

oy

oL

E:xy—6)\:0

\% — _2x— 4y 62+180=0

Ecartant les solutions pour lesquelles une ou plusieuremions sont nulles, puisque le volume
correspondant serait nul et ne pourrait constituer le masimecherché, on obtient aisement par élimination
deA entre les trois premieres équations considérées dmucdqux,

X=2y=3z



En injectant cette relation entre les dimensions dans laigoee équation, il vient
2X+2x+2x =180

de sorte qu& =30 cm,y =15 cm etz= 10 cm. Le volume correspondant est donnépar30- 15-10cn? =
4500cn¥.

Ce point correspond au maximum absolu recherché par lenresnent suivant.

e Le maximum existe puisque le domaine admisskbést un compact di?2 et que la fonctiorv est
continue sur ce compact.

e Le maximum ne peut étre atteint poue= 0,y = 0 ouz = 0 puisque le volum¥ y est nul alors qu'il
est strictement positif sur le reste He

e Les hypotheses de la méthode sont vérifiees de sorte egneakimum correspond a un point
stationnaire du Lagrangien.

e Les dimensions identifiees correspondent au plus grantmmlparmi ceux définis par les points
stationnaires du Lagrangien.

SECONDE METHODE DE RESOLUTION

En utilisant la contrainte 2+ 4y + 6z = 180, on peut exprimer la dimensionen fonction des deux

autres,j.e.
Xx=90-2y—-3z
et utiliser ce résultat pour exprimer le volume de la boitef@nction des seules variablgst z qui sont
indépendantes. On a
V(y,2) =V(90—-2y—3zy,2) = (90— 2y — 32)yz

Le probleme étant maintenant non contraint (si on excégsecontraintes de positivité sur les

dimensions), on recherche les points stationnairés, de. les solutions de

o
dy

%—\; =y(90—2y—3z) —3yz=y(90— 62— 2y) =0

=2(90—2y—372) —2yz=290—4y—32) =0

Les solutions correspondany & 0 ouz= 0 ne peuvent conduire au maximum recherché puisque le wlum
associé est nul.

En simplifiant les facteursety de ces équations et en soustrayant membre & membre EfodgLainsi
obtenues, on obtient la relatioz 3 2y. En injectant ce résultat dans la premiére équationeiity

90-9z=0 soit z=10

Les dimensions sont dong = 30 cm,y = 15 cm etz= 10 cm. Le volume correspondant est donné par
V = 30-15-10cn? = 4500cn?.

Ce point correspond au maximum absolu recherché par lenresnent suivant.

e Le maximum recherché existe puisque le domaine admiss#ilein compact et que la fonction
cible est continue sur ce compact.

e La fonctionV ne posséde pas de point singulier.



e Le volume est nul a la frontiere du domaine admissible.

e Les dimensions identifiees correspondent au plus grantmmlparmi ceux définis par les points
stationnaires d¥.



