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université MATHO0002-4 - ANALYSE MATHEMATIQUE 1

. EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de Iepreuve : 4 heures.

Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Répondez aux défentes questions sur des feuillépai€es.

Indiguez sur chacune de vos feuilles vomeméro d'ordre votre nom de famille en
MAJUSCULES et votre pnom en minuscules.

Rendez le carton avec votre néra d’ordre en néme temps que Vos copies.

i. DéfinissezCy([a,b]).
ii. Sachant queL(D)[e™ f(x)] = e*L(D+A)f(x) pour tout opérateur differentiel linéaite(D) et
toute fonctionf suffisamment dérivable, évaluez

(D—A)" [zpn(x) ef\x} Ol Bn(X) = X"+ A X" 4 - - x4 Qg

iii. Définissez mathématiqguement le concept de changenierariables régulier d’ordre 3 entre deux
ouvertsQ et )’ deRR?.

iv. Exprimez en francais I'égalité
OA (@f) =OeAf+@OAT

(ou @ etf désignent des champs scalaire et vectoriel défini®3)iet demontrez cette formule. Sous
quelle(s) hypothése(s) syretf cette demonstration est-elle valable ?

Question I

Si on tient compte de la tension superficielle, la vitesserdpggationc des ondes a la surface de I'eau

est décrite par
_ (@, 2w 2
c_\/<2n+ p)\>th X

ou A est la longueur d’ondgg est I'accélération de la pesanteuargest la tension superficielle &t est la
profondeur.

i. Déterminez un comportement asymptotique a@our des grandes longueurs d'onde. pour
A — +oo0, et montrez que, en bonne approximation, la vitesse desatalgrandes longueurs d’ondes
est indépendante de(De telles ondes sont dites non dispersives.).

ii. Déterminez un comportement asymptotiquecgmur des petites longueurs d’ondle, pourA — 0.

iii. On notecy la vitesse de propagation obtenue en négligeant la tessioerficielle du fluidei.e. pour
o = 0. Pour des longueurs d'ondequelconques, déterminez les coefficiemtst B tels que

c(o)=c[l+ac+Bac?+0(c%), (0—0)

Tournez la page.



Question Il

Les équations décrivant les transformations successigd’ammonium, NH, en nitrite, NG, puis en
nitrate, NG, sont données par

3
NH3 + EOZ — NOE + HT + H>0

1
NO; + 502 — NO;

Ces réactions d’oxydation sont trés largement catalyziar 'action de bactéries.
Sauf lorsgqu’elle est tres faible, la concentration d’cdyg n’influence pas la vitesse de ces réactions.
La cinétigue est alors décrite par les équations difféelles

X= —k]_X
y = kix—kay
z=ky

ou k; etky, sont des constantes strictement positives associéesctivgpnent a la premiere et a la seconde
réaction d’'oxydation et ot on a natét) = [NHz](t), y(t) = [NO, |(t) etz(t) = [NO;](t). On supposera que
ki etkp prennent des valeurs numériques différentes.

i. Déterminez I'évolution temporelle des concentrasioan ammoniumx(t) et en nitrite y(t) si,
initialement, le systeme ne contient pas de nitrite ni deat@ et si la concentration initiale en
ammonium est d@ moles par litre (ave # 0).

ii. Dans les mémes conditions gu’'au point précéderterdénez la concentration ultime en nitrate du
systemej.e. lim z(t).
t—o0

Question IV

On considere une entreprise dont le volueale la production (exprimé dans des unités adéquates)
dépend de la masse salarialede la quantité des matieres premiéres utilisees des investissements
immobiliersz selon la loi

P(x,Y,2) =yv/xz
Le coltc de ces ressources, exprimé&@nest quant a lui décrit par
c(X,,2) = x+By+yz

ou 3 ety sont des constantes strictement positives.

i. Déterminez la masse salariale, la quantité de matipremiéres et les investissements permettant de
maximiser la production pour un codit de®#®. Justifiez.

ii. Déterminez la sensibilité du volume de la productioaximale par rapport au co(t total.



SOLUTION TYPE

QUESTION | I

i. L'expressionCy([a,b]) désigne I'ensemble des fonctions continiment dérestsur [a,b], i.e.
I'ensemble des fonctions dérivables $aub] et dont la dérivée est continue sur cet intervalle.

ii. Appliquant la formule

L(D)[eF(x)] =™ L(D+N)f(x)
a I'opérateur differentieL (D) = (D —A)" et af (x) = £y(x), on a, puisqueL(D +A) = D",
(D—A)" [zpn(x) eAX} = ™ D"py(x)
Or, si on dériven fois le polyndme de degné
Pa(X) = X"+ ap_1x" 14 agx+ag

on obtient
D"Py(X) =n(n—1)(n—2)---2-1=n!

Des lors

(D-A)" [zpn(x) @X] — & nl

iii. Lesrelationsx=x(&,n) ety=y(&,n) définissent un changement de variables régulier d’orénmi&
les ouverts) et C R? si
e larelation est bijective,e. pour tout(x,y) € €, il existe un et un seul coupl&,n) € Q' tel que

x=X(&n)
y=Y(&n)
e les relations sont 3 fois continlment dérivables @let leur Jacobien ne s’annule en aucun point
de(?,i.e.
ox ox
o(xy) |98 an /
pr— Q
aEn |y oy 70
0§ on

iv. La relation
OA (@f) =OeAf+@OAT
exprime que le rotationnel du produit du champ scal@iee du champ vectoridlest égal a la somme

du produit vectoriel du gradient dgparf et du produit dep par le rotationnel dé.

Si on note( fy, fy, f,) les composantes dedans une base orthonorméelkfeorientée en sens direct,
alors (notant:] la premiere composante d’'un champ vectoriel)

[BA (0N = 55 (0F) — 5, (@fy) = 50— 5, T <6y 0z
= [OeAflx+@[OAT)x
| ) 09 0¢ 09
rl —_— - e .
puisque les composantes [de sont données p Mo ay’ az>



De méme,

_0 9 0. dg afx  of;

= [DoAfly+@[OAf)y

=2 gty - gty = 201, 995 o2y o
O (@)= (o) - 5-(h) = 50t~ S0t o 52 - 5

= [OoAfl+@[OAf],

ce qui acheve la demonstration.

Outre la définition des opérateurs vectoriels, la dénmatisn repose exclusivement sur la regle de
dérivation du produit de deux fonctions. La seule hyps¢hatilisée est donc celle de la dérivabilité
deget def.

Question I

i. Puisque

Too), (o tw)

oA 21w 2mH gA
_\/<2n+ p}\>th y o th , (A= +o)

puisque le deuxieme terme de la parenthese peut étlig@@ar rapport au premier.

ona

Ensuite, puisque

2 :
x:TT[H—>O Si A — +oo
et que
shx

h = —

thx viad® (x—0)
il vient,

g)\2

= VoH, (A 4

Ce comportement asymptotique montre que les ondes de gréompueurs d’'ondes\(— +) se
propagent toutes a la méme vitesggH indépendamment de leur longueur d’onde

ii. Tenant compte de

}\:o<}>, (A —0")
A
ona x5 "
o 2w 2o +
<2ﬂ+ pA> pA h=07)

Ensuite, puisque

X = ZTT[H — 400 Si A — 0"
etque limthx=1, on a également

X—>+00
2mH



Il vient des lors

B oA | 2o\ 21H 210 i
c—\/<2n+ p}\>th X \/p)\’ A—07)

La vitesse de propagation varie avec la tension supeliéicselon

A 2T 21H

La vitesse de propagation obtenue en négligeant la tessjperficielle est donnée par

/oA, 21H

Deés lors,c(o) peut s’écrire sous la forme

4
flo)=——==+V1l+aco avec a:—n22>0
Co POA

L'application de la formule de Taylor & I'ordre 2 & la foimt f au voisinage de = 0, voisinage dans

lequel la fonctionf est au moin€s, donne

f(o) = £(0) + f'(O)o + % #(0)02+0(0%), (0 —0)

on(O):ﬂzletoU
“ 1 a a
f/ = — f(0) = =
et 5 5
1 a a
f// __= , f// O - _
O e
Dés lors,
a a , 3
f(O’):l—FEU—EU +0(c®), (0 —0)
et donc
c=co(l+ao+Bo?)+0(¢%), (0—0)
avec )
2
S L Y L
2  poA? 8 PgA2



Question Il

i. On considére le probleme différentiel

X = —kgX x(0)=
y=kix—ky  avec y(0)=0 (W)
z=kyy z(0)=0

ou les constantels etk, prennent des valeurs numériques distinctes et ou lesidoisx(t), y(t) et
z(t) sont respectivement utilisées pour représenter lesecrations en ammonium, en nitrite et en
nitrate.

La premiére des équations d#)(est équivalente a
X+kix=0 @

Il s’agit d'une équation differentielle linéaire d’amel 1, a coefficients constants et homogéne, qui ne
fait intervenir que la concentration en ammoniuwt).

L'équation peut étre résolue en remarquant qu’elleaegariables séparables ou en considérant le
polyndme caractéristique assogzi€ ki, dont le seul zéro egt= —k; (évidemment de multiplicité 1).
Ceci conduit a une solution générale de la forme

X(t) =Cy ekt

La constante d’intégratio@; peut étre fixée pour satisfaire la condition initiale irspe. Dex(0) =
B =Cq, on déduit
X(t) = pe ()

En reportant cette expression dans la deuxieme équatisgsieme &), on obtient

y+koy = kipe ()

qui est a nouveau une équation differentielle linédiardre 1, a coefficients constants, mais cette
fois non homogene et ne faisant intervenir que la concémtran nitrite,y(t).

L'équation ) étant linéaire, sa solution générale est la somme delldgion générale de I'equation
homogene associée et d’'une solution particuliere etguiation compléte.

L'équation caractéristique associée a I'équatiombgéne est+ k, = 0, qui admet 'unique solution
z= —ky, de multiplicité 1. Ceci conduit a la solution générale

yn(t) =Cp e+

Le terme indépendant de I'équation non homogéne étamerponentielle dans laquelle le coefficient
det n'est pas un zéro du polyndme caractéristique, la ntithile I'exponentielle-polyndéme conduit
a rechercher une solution particuliere de I'équatiomplite sous la forme

yp(t) = A ekt

ou le coefficientA doit étre déterminé pour qug Vveérifie 'équation non homogene. En substituant
dans celle-ci, on obtient
A (—kp) e Mt 4k Aeht =k Be ™t
et
ki

A ek

6



L'équation admet donc une solution particuliere de lafer

kq _
Yp(t) k2_ kl Be kit

La solution générale de I'equatiofp) s’écrit

ke
Y(t) = Yh(t) +yp(t) =Co &K —— Be ™.
ko — ki

La condition initialey(0) = O se traduit par

) —kg
C2+k2_le 0 soit Cz_kz—kl
Deés lors, la concentration en nitrite varie selon
- kl _ kzt _ klt kl — klt — k2t
YO = o e e = B (e e ) )

ii. La solution peut étre obtenue en résolvant la troréequation differentielle du systema)(et en
passant a la limite pour— +oo.
De fagcon alternative, on peut procéder en remarquant ‘qddifion membre & membre des trois
équations du systeme] conduit a

X(t) +y(t)+2(t)=0
et, en primitivant, a l'intégrale premiére
X(t) +y(t) 4+ z(t) = constante
La constante d'intégration peut étre déterminée disaiit les conditions initiales,e.
X(0)+y(0) +2(0) =B

D’autre part, les résultats (1) et () conduisent a

lim x(t)=0 et tm y(t)=0

t—oo

Il en résulte que

lim z(t) =B

t—o0



Question IV

i. Il s’agit de rechercher la maximum de la fonction
P(x,Y,2) = yV/xz

sous la contrainte
c(x,Y,2) =X+ PBy+yz=10°

ainsi que les contraintes> 0,y > 0 etz > 0 liées a la nature des variables.

Les contraintes définissent 'ensemble comgrades valeurs admissibles constitué de la portion de
plan de sommet&l0°,0,0), (0,10°/B,0) et (0,0,10°/y).

V4
(0,0,10°y)

(10%,0,0)

X

La fonction® étant continue sut, elle réalise ses extrema sur ce compact. Le maximum neéfreut

atteint pourx = 0, y = 0 ouz = 0 puisque la productior? y est nulle alors qu’elle est strictement
positive sur le reste d¢. La fonctionP réalise son minimum en tous les points a l'intersectio de
avec les plans de coordonnées. Le maximum recherchétigopau reste d&.

Comme les fonctiong et c sont differentiables syp, 4[]0, +00[x |0, +oo[ et quellc = e+ Bey+
ve; # 0, on peut étudier le probleme d’optimum avec contrainégedlité en considérant le Lagrangien

L(XY,ZA) = yy/XZ— A(x+ By +yz— 10°)

Le maximum se trouve parmi les points stationnaires du Lragies, i.e. les solutions de
yz

2,/Xz

VXZ—AB=0

X+By+yz—10F =0
De la deuxieme équation, on dédyikz= A, ce qui permet de mettre le systeme sous la forme

yz=2\*p
xz=A2p?

xy = 2\*By
X+By+yz= 1P



Les variables étant positives, on obtient, en divisant brena membre les premiére et deuxieme
équations, d'une part, et les premiére et troisiemeafigus, d’autre part,

X e g
B y

En substiuant dans I'expression de la contrainte, il vient

x+[3%x+y:—(/:106 de sorte que x=25-10*
On en déduit
y— 50-10* ot S, 2510
B y
Puisque le maximum existe et que le Lagrangien ne posséde sgul point stationnaire
50-10* 25.10°
(Xes Y 20) = (25- 10%, 5y )

celui-ci correspond au maximum recherché. En ce point,

? (25‘104’ 50- 10 25-1o4> _ 125 10°

B 7y BvY

ii. Dans un probleme d’optimisation avec contrainte di@g, le multiplicateur mesure la sensibilité
de la fonction objectif a la valeur de la contrainte, si (X.,Ys,Z.,A.) €st un point stationnaire du
Lagrangien

L(X>y>Z>)\) = fP(X>y>Z>) —A [C(X,y,Z) - (X]
relatif au probléme

max? (XY, z)

s.c.c(x,y,z) =a

alors

d
A= a?(x*,y*,z*)

Dés lors, pour obtenir la sensibilite du volume de la patidin maximale au colt total, il suffit de
poursuivre la résolution entamée au point précédedéeéerminant le multiplicateur de Lagrange. On
calcule aiséement
V%Z. 2510

B VYB

d
%T(X*A/MZ*) == }\* -



