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université MATHO0002-4 - ANALYSE MATHEMATIQUE 1

, EXAMEN
Prof. Eric J.M.DELHEZ

Durée de I’épreuve : 4 heures.

Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

Répondez aux différentes questions sur des feuilles séparées.

Indiquez sur chacune de vos feuilles votre numéro d’ordre, votre nom de famille en
MAJUSCULES et votre prénom en minuscules.

Rendez le carton avec votre numéro d’ordre en méme temps que vos copies.

i. Si fi =O(x) et f, = O (x*) au voisinage de 0, peut-on dire que fi + f> = O (x), x — 0? Justifiez.
ii. Soit une fonction réelle f € C>(R) telle que f* > 0 sur R. Si f”(xp) = 0, peut-on en déduire que la
dérivée seconde de f~! (fonction réciproque de f) s’annule en f(xo) ? Justifiez.

iii. Soit f € C,(R?). Peut-on affirmer que si f présente un maximum local en xg, alors
Vf(x0) =0 et Ax"H(xq)Ax <0

ou H(xp) désigne la matrice hessienne de f en xq ? Justifiez.
iv. Exprimez en francais 1’égalité
VA(VAE)=V(V-f) -V )

et vérifiez cette formule dans le cas ou f = g(x,y)e, + h(x,y)e, ne dépend pas explicitement de z et
ne possede pas de composante selon e;.
Quelles hypotheses doit-on formuler sur f pour que 1’égalité (i) soit valable ?

i. Déterminez le plus grand intervalle I sur lequel la fonction tgx peut étre approchée par un polyndme
‘P, d’ordre deux par application de la formule de Taylor au voisinage de x = /4. Justifiez.

ii. Déterminez ce polynome P, et I’expression du reste &, correspondant.
iii. En exploitant les résultats ci-dessus, montrez que

2
§—<1—E+n—> <0.05

3 6 72

On donne 7> ~ 31.

Question III

Déterminez la solution y(x) du probleme différentiel

Y+yi=1
y(1)=0

Tournez la page.



Une barre AB de longueur L et de masse M repose sur une rotule O située a une distance L/3 de A.
La barre peut tourner sans frottement autour de la rotule mais elle ne peut glisser par rapport a celle-ci. Le
mouvement de la barre a lieu dans un plan vertical. Dans la barre, on a creusé une rainure et, dans la portion
AO de celle-ci, on place une bille de masse m assimilable a un point matériel P qui y glisse sans frottement.
Le systéme ainsi décrit est en équilibre si la barre est horizontale et que la bille se trouve entre A et O a une
distance r, = L M /(6m) de O.

Afin d’étudier la stabilité de cette configuration d’équilibre, on établit les équations différentielles
décrivant I’évolution de petites perturbations de celle-ci. Les perturbations m(z) de I’angle d’équilibre de
la barre et €(¢) de la position d’équilibre de la bille obéissent a

M—Lz—i-mr2 dz—n——m €
9 “Jaz ™

d*e

m——s = —m
a2 |
ou g est ’accélération (constante) de la pesanteur.

i. Déterminez la solution générale de ce systeme, i.e. I’évolution des perturbations 1 et € en fonction
du temps. Lors de la résolution, on posera utilement

2
m
7g:oc4, o>0

—— +mr?
9

ii. En considérant des conditions initiales tout a fait générales, peut-on affirmer que les perturbations
N(¢) et €(¢) sont bornées, i.e. que 1’équilibre est stable ? Justifiez.

Soit I’équation aux dérivées partielles
ox ~dy

ou f(x,y) désigne une fonction inconnue. Pour résoudre le probléme, on introduit le changement de variables

vV =Xy

i. Déterminez les plus grands ouverts entre lesquels ces relations définissent un changement de
variables régulier d’ordre 1. Justifiez.

. . . : .. 0 0 . .
ii. Déterminez I’expression des opérateurs différentiels F et » en fonction des variables u et v.
X Y

iii. Introduisez le changement de variables dans 1’équation différentielle et exprimez le probleme au
moyen des variables indépendantes u et v.

iv. Déterminez la forme générale de la solution.



SOLUTION TYPE

i. Vuque fj = O(x), x — 0, il existe un voisinage de 1’origine V; (0) et une constante C; tels que
i)l <Cilx| sur Vi(0)
Vu que f» = O(x*), x — 0, il existe un voisinage V5(0) et une constante C tels que
|f2(x)] < Cox® sur V5(0)
Ainsi, sur V(0) = V;(0) NV,(0),
A@+LE] <A+ AE)] < C + 6
Or, sur V(0)N] — 1,1[, x> < |x| donc
1f1(x) + ()] < (C1+C) [

de sorte que
fl+f2:0(x)’ x—0

De facon alternative, on peut raisonner en termes de limites dans le cas ou les relations
fi=0(x),x—=0 et fr=0x),x—=0

résultent de
f2(x)

llmfl() M, et lim 5

x—=0 X x—0 X
ou M et M, sont des constantes finies. Dans ce cas particulier, il vient

1imf1(X)+f2(x) lim <f1() Jtz(x))é):M1

2

:M2

x—0 X x—0

ce qui implique que
fi+f2=0k), x—=0

ii. Puisque f € C>(R) et f' > 0 sur R le théoréme des fonctions réciproques permet d’affirmer que f
posséde une fonction réciproque f~! qui est deux fois continiment dérivable sur 1’image de R par f
et telle que

df! 1
d ()= 1N
y SO

Dérivant cette relation par rapport a y, il vient

d2f! -1 d

TR
= AR
- T T = e
soit, si y = f(x0) (et donc xg = £~ (y)),
LZ——"

Des lors, si f”(xp) =0, il vient



iii. L’énoncé est faux comme le montre le contre-exemple de la fonction

fley) =—@*+y"

Cette fonction possede un maximum en xo = (0,0) et est telle que

—124 0 00
r00.0) = ( ) =5 o)
0 —12% )07 \0 0

AXTH(0,0)Ax =0

De 13,

ce qui est en contradiction avec 1’énoncé proposé.
iv. La relation
VA(VAE)=V(V-f) -V
peut &tre énoncée de la fagon suivante :

“Le rotationnel du rotationnel du champ vectoriel f est égal au gradient de la
divergence de f diminué du laplacien de £

Les composantes de f étant données par (g(x,y),h(x,y),0), on a

VAL= <ah ag) e,

ax  dy
et
_ 0 [(oh Og 0 [(oh Odg
azh azg azh azg
‘(%‘Tw)ex+<‘w+m>ey (1)
Par ailleurs, on calcule aisément N N
g h
V. f=-2 1
f ox * dy

9 [(og an 9 (3¢ ok

d%g g ?h  0h
2 2 2
V=V gex—i-V hey: <w+a—yz>ex+ <y+a—yz>ey

et

Combinant ces résultats, on obtient

Pg OPh g 9%\ L (% Fh_ Fh_ Ih\
ox2  oxdy ox2 dyr) " \odyox 9y2 ox2 9y )

*h  9°g *h  d%g
=g et 3zt e
oxdy  dy? oxZ  dyox
Ceci démontre 1’égalité proposée puisque ce résultat est identique a (f) si on tient compte de
I’égalité des dérivées secondes croisées des fonctions g et . Pour qu’il en soit ainsi et que les

opérations conduisant au résultat final soient licites, il faut donc que les fonctions g et 4 soient deux
fois continiment dérivables.

V(V-f)—v2f:<



i.

il.

iii.

La formule de Taylor peut étre appliquée a I’ordre deux dans le voisinage de /4 a toute fonction
réelle appartenant a C([r/4,x]) (ou Co([x,m/4]) si x < m/4) et trois fois dérivable sur |n/4,x[ (ou
|x,/4]).

La fonction f(x) = tgx étant réelle et indéfiniment continiment dérivable sur I =] —1/2, ©/2[, on
peut lui appliquer la formule de Taylor a I’ordre 2 au voisinage de 7/4 pour exprimer f(x) en tout
point de cet intervalle.

La formule de Taylor a I’ordre 2 pour la fonction f(x) = tgx s’écrit

f(x) = Br(x) + Ra(x)

et
%(x)z%(x—g)3f(3>(§) avec &E}g,x[ (ou}x,g[)

D’une part, il vient successivement

fx) =tgx r(5)=1
=g 1)
o= (5) -

de sorte que
T T\ 2
P (x) = 1 —|—2<x— Z) +2<x— —)

D’autre part, on calcule également
2+ 4sin’x
- costx

f/// (x)

de sorte que le reste peut s’écrire sous la forme
1 m\3 [ 2+ 4sin? T T
n =g () (Tamgs) e gelfal @)

Vu que x =7/6 €] —m/2,1t/2], la formule de Taylor obtenue au point ii. peut étre utilisée en ce point
et conduit a

e (G0 e 5 (6D (R

L T (24 4sin’E vee &e]n n{
=] — — _—— — _— V —_, —
6 72 123\ 6costE 6’4
On a donc

.o
TC3 2—|—4sin2§ - TC3 2 +4sin Z
123\ 6c0s*E

— ]23 47'5
6 —
COS 1



T T T T
puisque sin*& < sin® 1 et cos*E > cos* 1 quand § € ] ' [

Ainsi, il vient comme annoncé

3 T n © o4 32 16 222 4 4 ]
\/——— l— -+ ||< w7 < m =g = < s-==--=005
3 6 72 1226/4 — 123 6 3*.27 81 80 20
Question III
L’équation
Y+y =
peut s’écrire sous la forme
dy 2
1=
dx Y
qui est une équation différentielle a variables séparables. Sa solution générale peut étre obtenue en évaluant
d
y2:/dHc (©)
I-y

ou C est une constante.

Remarquons que les solutions y = 1 et y = —1 sont perdues lors de cette réécriture de 1’équation. Ces
solutions singulieres ne sont cependant pas des solutions du probleme posé puisqu’elles ne vérifient pas la
condition auxiliaire y(1) = 0.

En évaluant les primitives dans (), on obtient
arcth(y) =x+C

o1 le choix de la primitive (arcthy et pas arcoth y) de la fonction 1/(1—y?) est dicté par la condition auxiliaire
qui amene a considérer les variations de y dans un intervalle comprenant 1’origine.
La solution du probléme est obtenue en imposant que y(1) = 0, ce qui donne

C =arcth(0)—1=—1 donc arcth(y)=x—1

et, finalement,
¥(x) = th(x— 1)

Remarquons qu’il est aussi possible de calculer une primitive de la fonction de y en utilisant la technique
de primitivation des fractions simples. On a

1
—+

1 1
1—y2 21—y

l+y

| =

de sorte que

dy 1 1 1 1+y
=——1Inl|l— —1In]|1 =_—In|—=
/l_y2 2ny ﬂ+2n]+ﬂ 2nh—y
et donc que
1. |14y
—1 — | =
2n‘1_y x+C

ou C est une constante.
La solution du probléme est obtenue en imposant que y(1) = 0, ce qui donne

C=-1



c’est-a-dire

1
In <ﬂ> —2x—2
11—y

puisque la solution du probléme est valable pour y €] — 1, 1[ vu la condition auxiliaire. On obtient donc

soit

1+y _ 2
1=y

1+y=(1—y)e™?

et, finalement,

e2r—2 _ 1 X1 _ ef(xfl)

= e2x—2 11 - ex—1_|_e—(x—l)

y(x)

=th(x—1)

. Le systeme

mﬁ =
est un systeme de deux équations différentielles linéaires a coefficients constants du deuxieme ordre.
Il est donc équivalent a une équation différentielle linéaire a coefficients constants du quatrieme ordre
qui peut étre obtenue en éliminant ’'une ou I’autre des deux variables.

La deuxiéme équation donne

1 d’e
n= Tedl ()
et, en dérivant successivement deux fois par rapport au temps,
dn_ _ld%
a2 gdt*

La premiere équation peut alors s’écrire

M—L2 + 2 lﬁ — €
9 mr p dt4 = —mg

ou encore, sous forme canonique,

d*e
W - (X48 == 0
ol on a posé
2
m
YiE & =o', (aveca >0)
5 +mr?

L’équation  étant linéaire, homogeéne et a coefficients constants, on considére le polyndme

caractéristique L(z) = z* — o*. Celui-ci admet les quatre zéros simples

o, —o, i et —id



ii.

La solution générale s’écrit alors
8(1) =C e™ +Cy e ¥ +C3 el +Cy e i
ou encore, sous forme réelle,
e(t) = Cre™ +Cre” ¥ +C5cos(ar) + Cy sin(our)
ou Cy, Gy, C} et C) sont des constantes.
Faisant usage de (#), on obtient aussi

_ ld%
g dr?
1 :
= —— [0?Cr e™ +0*Cre™ ™ —aCh cos(ar) — a*Csin(oit) |
8
La présence d’une exponentielle croissante dans la solution générale du systeme indique que les

perturbations ne seront pas bornées quelles que soient les conditions initiales. L’équilibre est donc
instable.

i

il.

Six =u # 0, les relations

U=x
vV =xy

donnant u et v en fonction de x et y s’inversent en

xX=u
v
y=-
u

Elles établissent donc une bijection entre les ouverts
Q={(xy):x#£0} et @ ={(uv):u0}
De plus, les fonctions u(x,y) = x et v(x,y) = xy appartiennent 2 Co(€2) C C(2) et

a(u,v) 10
=1y x

=x#0 sur

En conclusion, les relations données définissent un changement de variables régulier, d’ordre infini
(et donc aussi d’ordre 1) entre Q et €.

Le théoreme de dérivation des fonctions composées permet d’écrire

9 _%u9 oo 0 9 _0 v

ox oxou  oxdov ou "ov  ou ' uov
et

9 wd wo 9 D

X5— = U=

o dyou oy ov "oy



1il.

iv.

En exploitant les relations définissant le changement de variables et les formules de transformation
des dérivées, I’équation différentielle

LY
ox yay v

peut s’écrire sous la forme

d  dg  dg
“u T Vv T

ol on a noté g(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)). Apreés simplification, il vient

g v?
ou u?
En primitivant par rapport a u les deux membres de 1’équation ci-dessus, on obtient

2 2
vV vV
g(u,v) Z/; du=—— +h(v)

ol A(v) est une fonction de v.

La solution générale de I’équation initiale exprimée en fonction des variables x et y s’écrit donc sous
la forme

f(x,y) = —xy* + F(x).

ou F désigne une fonction (dérivable) quelconque d’une seule variable.



